“à Gode ae 


SCHEMAS 
AUX 
DIFFÉRENCES 


Éditions Mir Moscou 


C. K. TOAYHOB, B. C. PABEHEKHUH 


PA3HOCTHBIE CXEMBI 


BsenexHHe B TeOPHIO 


H3HATEJIECTBO « HAY KA » 
MOCKBA 


S. GODOUNOV, V. RIABENKI 


SCHÉMAS 
AUX DIFFÉRENCES 


Introduction 
à la théorie 


ÉDITIONS MIR - MOSCOU 


Traduit du russe 
par IRINA PÉTROVA 


Ha bpany3cxoM s3bIxe 


© Hsnartenscrso « Hayxa », 1973 
© Traduction française Editions Mir + 1977 


TABLE DES MATIÈRES 


Préface “Lili tes sr RS Ne ne ad ose 11 
MITOdUCHON 1-2 ich asie de dreams diner 13 


Premi:re partie 


ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES ORDINAIRES 


Chapitre premier. ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES DU PREMIER ET DU SECOND 
RDRE. EXEMPLES DE SCHEMAS AUX DIFFÉRENCES .................. 17 


$1. Equations aux différences simples ................................... 17 
1. Equations aux différences (17). 2. Ordre d’une équation aux différences 
(19). 3. Solution générale d’une équation aux différences (20). 

ÉXCTCICES : 5: Liliane here cuite dun ensemauseneise sean 22 


$2. Equation aux différences du premier ordre ......................ss.s 2 
1. Solution fondamentale (23). 2. Condition de borne de la solution fonda- 
mentale (24). 3. Solution particulière (24). 

PXETCICES:: di desire lueur entiers 26 


$3. Equation aux différences du second ordre ............................ 26 
1. Solution générale de l'équation homogène (27). 2. Solution générale de 
l'équation non homogène. Solution fondamentale (30). 3. Evaluation de 
la solution fondamentale par les coefficients de l'équation aux di 


Chapitre 2. PROBLÈME AUX LIMITES POUR UNE ÉQUATION DU SECOND ORDRE 38 


$4. Position du problème. Critères de bon conditionnement ............... 38 
1. Position du problème (38). 2. Notion de bon conditionnement (39). 
3. Critère suffisant de bon conditionnement (40). 4. Critère de bon condi- 
tionnement d’un problème aux limites à coefficients constants (41). 5. Critère 
de bon conditionnement d’un problème à coefficients variables (42). 6. Jus- 
üfication du critère de bon conditionnement d’un problème aux limites à 
coefficients constants (43). 7. Problèmes aux limites généraux pour des 
systèmes d'équations aux différences (47). 
ÉXÉÉCICES LL D Se de DS Os De Da codec Cite 49 


6 TABLE DES MATIÈRES 


85 Dalayage: 5.512... sue ds rien fadooteoas toit deu 

1. Description (50). 2. Exemple d’algorithme numériquement instable (52). 

ÉXCICICES 2 tt nes dun le ele ni ee aie ts 
Chapitre 3. JUSTIFICATION DE LA MÉTHODE DU BALAYAGE ....................... 55 
86. Propriétés des problèmes aux limites bien conditionnés ................ 55 


1. Evaluation des solutions d’un problème aux limites à coefficients per- 
turbés (55). 2. Démonstration du critère de bon conditionnement (58). 
3. Propriétés des problèmes bien conditionnés (62). 


$7. Justification de la méthode du balayage pour des problèmes aux limites 
bien conditionnés ................o..sscssssrescccesecssssccsses 63 
1. Evaluation des coefficients de balayage (63). 2. Influence des erreurs 
d’arrondi sur le résultat (65). 


Deuxième partie 
SCHÉMAS AUX DIFFÉRENCES POUR LES ÉQUATIONS 
DIFF ES ORDINAIRES 
Chapitre 4. EXEMPLES ÉLÉMENTAIRES DE SCHÉMAS AUX DIFFÉRENCES ........... 68 
88. Notions d'ordre de précision et d’approximation ...................... 68 


1. Ordre de précision d’un schéma aux différences (68). 2. Vitesse de con- 
vergence de la solution d’une équation aux différences (71). 3. Ordre 
d’approximation (73). 

$9. Un schéma aux différences instable ................................. 74 


1. Procédés d’approximation d'une dérivée (74). 2. Exemple de schéma 
aux différences instable (74). 


Chapitre 5. CONVERGENCE DES SOLUTIONS DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES, 
CONSÉQUENCE DE L'APPROXIMATION ET DE LA STABILITÉ ........... 77 
810. Convergence d’un schéma aux différences ........................... 77 

1. Réseau et fonction définie sur un réseau (77). 2. Schémas aux difié- 

rences convergents (82). 3. Vérification de la convergence d’un schéma 


aux différences (84). 
ÉXEICICCS:..5 0 ec bai tea tale Sedan 86 
Si]. Approximation d’un problème aux limites différentiel par un schéma aux 
CIHÉTETICRS ne den nn ed uen: asie 86 


1. Résidu 0/f'* (86). 2. Calcul du résidu (88). 3. Approximation de l’ordre 
de h* (90). 4. Exemples (90). 5. Décomposition d’un schéma aux différences 
en sous-systèmes (93). 6. Remplacement des dérivées par des rapports 
aux différences (95). 7. D'autres méthodes de construction de schémas aux 
différences (97). 

ÉNCICIÉE 2 ha Gr nd A D en Un me nt St annee 97 


$12. Définition de la stabilité d’un schéma aux différences. Convergence en tant 
que conséquence de l'approximation et de la stabilité ................... 98 
1. Définition de la stabilité (98). 2. Relation entre l’approximation, la 
stabilité et la convergence (100). 3. Schéma aux différences convergent 
pour une équation intégrale (105). 


813. Choix des normes: 22:23:00 a idee di danete ei sans 106 


$14. Critère suffisant de stabilité des schémas aux différences pour le problème 
de Cauchh Late M Nes de Te Scans noce 113 


TABLE DES MATIÈRES 7 
1. Exemple préliminaire (113). 2. Schéma aux différences sous forme ca- 
nonique (114). 3. Stabilité en tant que borne des normes des puissances de 
R, (116). 4. Exemples d'étude de la stabilité (117). 5. Non-unicité de l’écri- 
ture canonique (122). 

ÉACICICES :: 1:21. ascension etat ls 123 
815. Critère spectral nécessaire de stabilité ............................... 124 
1. Une condition nécessaire de stabilité est que les normes des puissances 
de l'opérateur R, soient bornées (125). 2. Critère spectral de stabilité (126). 

3. Discussion du critère spectral de stabilité (127). 
EXCTCICES 2: sise tease idee ua etui 131 
S160.-Erreurs d'anondt: 4:11... 42 Lips nue ie censées 131 
1. Erreurs sur les coefficients (131). 2. Erreurs de calcul (134). 
817. Caractérisation quantitative de la stabilité ............................ 135 
6818. Un procédé d'étude de la stabilité des problèmes non linéaires .......... 141 
Chapitre 6. SCHÉMAS AUX DIFFÉRENCES USUELS ..................eussseosoee 143 
$19. Schémas de Runge-Kutta et d’Adams ............................... 143 
1. Schémas de Runge-Kutta (143). 2. Schémas d’Adams (145). 3. Remar- 
ques sur la stabilité (148). 4. Généralisation à des systèmes d'équations 
(149). 
$20. Méthodes de résolution des problèmes aux limites .................... 151 
1. Méthode du tir (151). 2. Méthode du balayage (153). 3. Méthode de 
Newton (154). 
Troisième partie 
SCHÉMAS Pas DIFFÉRENCES POUR LES ÉQUATIONS 
UX DÉRIVÉES PARTIELLES. 
NOTONS FONDAMENTALES 
Chapitre 7. PROCÉDÉS : SIMPLES DE CONSTRUCTION ET D'ÉTUDE DE SCHÉMAS AUX 
621. er et me des définitions principales ...................... 155 
1. Convergence (155). 2. Approximation (156). 3. Stabilité (159). 
À ED À ef DOG 8 ee D ER 165 
822. Procédés simples de construction de schémas aux différences approxi- 
MANS" nn ui adieu annee Doi ob anti sboneetredat 166 
1. Remplacement des dérivées par des rapports aux différences (166). 
2. Méthode des coefficients indéterminés (172). 3. Schémas de prédiction- 
correction (181). 
ÉXENCICES 5522 2 sl UN Lin url send danoise 182 
$23. Exemples de construction de conditions aux limites ................... 183 
ÉXCFCICRS Sr a NS ae CA rose eus eee ol ire mar 188 
24. Condition nécessaire de convergence de Courant. Fricdrichs et Lewy .... 189 
1. Condition de Courant, Friedrichs et Lewy (189). 2. Exemples de schémas 
aux différences pour le problème de Cauchy (190). 3. Exemples de schémas 
aux différences pour le probleme de Dirichlet (195). 
ÉXCICICES 2 DU ei Net Rd nissan los adatoies en 197 
Chapitre 8. CERTAINS GRANDS PROCÉDÉS D'ÉTUDE DE LA STABILITÉ .......... 198 
$25. Analyse spectrale du problème de Cauchy aux différences .............. 198 


1. Stabilité relativement aux données initiales (198). 2. Condition spectrale 


8 TABLE DES MATIÈRES 


nécessaire de stabilité (199). 3. Exemples (201). 4. Représentation intégrale 
d’une solution (208). 5. Lissage de la solution d'un problème aux diffé- 
rencts en tant qu'effet de la viscosité d’approximation (212). 

Exercices 5.2.5 iii nee Dita dote sue tetc cie eo uee 214 


$26. Principe des coefficients fixés ............................. ss... 215 
1. Fixation des coeflicients aux points intérieurs (215). 2. Critère de Babenko 
et Guelfand (218). 

Exercices 


827. Solutions de certains problèmes modèles sous forme des séries finies de 
FOUTÉE, Sn han RE es NU SD Ne NN ere. 
1. Séries de Fourier pour des fonctions définies sur un réseau (224). 2. 
Représentation des solutions de schémas aux différences pour l'équation 
de la chaleur sur un segment (227). 3. Représentation des solutions de 
schémas aux différences pour le problème plan de la chaleur (230). 4. 
Représentation de la solution d’un schéma aux différences pour le pro- 
blème des cordes vibrantes (232). 

ÉXOFCICeS 5 en de ti ss Nassau 234 


828. Principe du maximum .............sossccsecoooccsescsssscenseuees 235 
1. Schéma aux différences explicite (235). 2. Schéma aux différences impli- 
cite (237). 3. Comparaison des schémas aux différences explicite et im- 


plicite (238). 
Rs 
5829; Solution généralisée 52e onureeneresd eue 239 


1. Apparition des discontinuités (240). 2. Définition d’une solution géné- 
ralisée (241). 3. Condition sur la ligne de discontinuité de la solution 
(242). 4. Suppression d’une discontinuité (244). 5. Autre définition d’une 
solution généralisée (245). 


830. Construction de schémas aux différences ............................. 246 
1. Schéma avec viscosité artificielle (247). 2. Méthode des caractéristiques 
(247). 3. Schémas aux différences conservatifs (248). 


Quatrième partie 


PROBLÈMES À DEUX VARIABLES D’ESPACE 


Chapitre 10. NOTION DE SCHÉMAS DE DÉCOMPOSITION AUX DIFFÉRENCES ....... 254 
831. Construction de schémas de décomposition .......................... 254 
EXPICICES ni ini oui alias lande in Dos st dinndte es 258 
832. Schémas aux différences économiques ............................... 258 
ÉXBICICES 211 dur eau RD Ce a ads dde en ie a De due 265 
833. Décomposition suivant les facteurs physiques ......................... 265 

Chapitre 11. PROBLÈMES ELLIPTIQUES ..................................e.s...e 266 


834. Un schéma aux différences très simple pour le problème de Dirichlet .... 266 
1. Approximation (266). 2. Stabilité (267). 
ÉXCICICCS 251 Le dame dos iumauiidu dumietnotsRmeeu bte Dean 270 


835. Méthode de stationnarisation ......................sssssesssssssee 271 
1. Idéc de la méthode (271). 2. Analyse d’un schéma de stationnarisation 
explicite (273). 3. Schéma de directions alternées (276). 4. Choix de la 


TABLE DES MATIÈRES 9 


précision (277). 5. Limites d’applicabilité des méthodes (278). 
ÉXETCICES ina nn consulats osuasbe nada 278 


836. Itérations à pas variable ................. A 279 
1. Idée de Richardson (279). 2. Ensemble de paramètres de Tchebycheff 
(279). 3. Numérotation des paramètres d’itération. (282). 4. Méthode de 


Douglas-Rachford (285). 
PXCFCICÉS 2er dE aa douane elle noie 288 
837. Méthode de Fédorenko ...................... ss ses ssssssessseee 288 


1. Idée de la méthode (289). 2. Description de l'algorithme (290). 


Cinquième partie 


STABILITÉ DES PROBLÈMES AUX LIMITES 
AUX DIFFÉRENCES ÉVOLUTIFS EN TANT 
QUE BORNE DES NORMES 
DES PUISSANCES D'UN UPÉRATEUR 


Chapitre 12. CONSTRUCTION DE L'OPÉRATEUR DE PASSAGE ........................ 293 
838. Structure stratifiée des solutions des problèmes évolutifs ............... 293 
ÉXÉFCICRS 2 nn NT Une re nan cedaea ns ea es de 296 
$39. Ecriture des problèmes aux limites aux différences sous forme u?ti = 

= Ru? + To? ess ssssee se meeee 296 


1. Forme canonique (296). 2. Stabilité cn tant que borne uniforme des 
normes des puissances de l'opérateur R, (299). 3. Exemple (302). 
ÉXCICICES 23 nain OA Ne nids ana dedans déduit 304 


$40. Utilisation des solutions particulières pour construire l'opérateur de 
2 CRE TA RE 305 
$41. Certains procédés d'évaluation des normes des puissances d'opérateurs .. 315 
1. Conditions spectrales nécessaires pour que || R?]|| soient bornés (316). 
2. Cnitcre spectral de puissances bornées d’un opérateur auto-adjoint 
(317). 3. Critères de R, auto-adjoint (318). 4. Evaluation des valeurs propres 
de l'opérateur R, (319). 5. Choix du produit scalaire (320). 6. Critères de 
stabilité de Samarski (321). 


EXerCICE ni Su Lime sus ee tenue Te 323 
Chapitre 13. CURE SPECTRAL DE STABILITÉ DES PROBLÈMES AUX LIMITES ÉVO- 

UTIFS NON AUTO-ADJOINTS .........sssssseessosseneeseresesseeee 324 

842. es d’une famille d'opérateurs {R,} .............................. 324 


1. Nécessité de perfectionner le critère spectral de stabilité (324). 2. Spectre 
d’une famille d'opérateurs (définition) (326). 3. Condition nécessaire de 
stabilité (326). 4. Notion de spectre de la famille d'opérateurs {R,} (dis- 
cussion) (327). S. Le critère nécessaire de stabilité est proche d’un critère 
suffisant (329). 


$43. Algorithme de calcul du spectre d’une famille d'opérateurs aux différen- 
ces pour les fonctions définies sur un segment maillé .................. 331 
1. Exemple caractéristique (331). 2. Algorithme de calcul du spectre dans le 
cas général (337). 

ÉXEICICES tal nec it oidas ane aie Dotnet 338 


$44. Noyaux des spectres des familles d'opérateurs ........................ 338 


$45. Sur la stabilité des algorithmes itératifs de résolution d’équations aux 
différences non auto-adjointes .............. ses... 341 


10 TABLE DES MATIÈRES 


Annexe. MÉTHODE DES CONDITIONS AUX LIMITES INTRINSÈQUES 
1. Classe de systèmes d'équations aux différences (344). 2 2. Solution fonda- 
mentale (345). 3. Frontière d’un domaine discrétisé (345). 4. Analogues 
aux différences des formules intégrales de Cauchy et du type de Cauchy 
(346). 5. Conditions aux limites intrinséques (347). 6. Opérateur projec- 
tion frontière (348). 7. Problème aux limites général (348). 8. Idée à la base 
de la méthode des conditions aux limites intrinsèques (348). 9. Stabilité 
des conditions aux limites intrinsèques (348). 10. Une idée supplémen- 
taire (349). 11. Comparaison de la méthode des conditions aux limites 
intrinsèques avec la méthode des équations intégrales singulières (351). 


Commentaires 


PRÉFACE 


De nombreux problèmes des sciences de la nature se réduisent à des 
problèmes aux limites pour les équations différentielles qui pour être résolus 
sur ordinateurs doivent être remplacés approximativement par des schémas 
aux différences. 

Le présent ouvrage se donne pour but d’initier à la théorie des schémas 
aux différences et est destiné aux étudiants des grandes Ecoles techniques, de 
l’Institut physico-technique et de l’Institut des ingénieurs physiciens de 
Moscou ainsi qu’à ceux des facultés de physique et de mathématiques. Cer- 
tains chapitres présenteront probablement un intérêt pour les spécialistes du 
calcul numérique. 

La structure de l'ouvrage a été conçue pour répondre aux exigences de 
ce public varié. 

Le livre comprend cinq parties et un petit Annexe. Plusieurs parties 
(deux ou plus) constituent une propédeutique. La quantité de matériaux à 
étudier peut également être augmentée ou diminuée aux dépens des alinéas 
en petits caractères et des Exercices. 

La bibliographie cite des livres et articles permettant d’approfondir de 
nombreuses questions de la théorie et des applications des schémas aux 
différences et de poursuivre les recherches bibliographiques. 

L'ouvrage [5] constitue une introduction encore plus concise à la théorie 
des schémas aux différences. 

On rencontre des références à des travaux originaux dans les cas peu fré- 
quents où les résultats complémentaires sont donnés sans démonstration. 

Les machines à calculer modernes et l’expérience acquise permettent de 
résoudre approximativement, grâce aux schémas aux différences, des pro- 
blèmes très compliqués dont l'étude par d’autres méthodes s’avère plutôt 
difficile. On s’assure que la solution trouvée est exacte en appliquant le même 
schéma de calcul à quelques problèmes dont les solutions exactes sont con- 
nues d’avance, en comparant le résultat du calcul avec l'expérience physi- 
que dans le cadre des paramètres où celle-ci est possible et en recourant à 
d’autres procédés qui ne sont pas rigoureux sur le plan mathématique. Pour 
comprendre comment construire de bons schémas aux différences, l’on exa- 
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minera une série de problèmes modèles choisis de manière adéquate qui, tout 
en étant suffisamment simples pour qu’on puisse les analyser en détail avec 
toute la rigueur mathématique nécessaire, reflètent certains aspects du pro- 
blème originel qu’on ne peut étudier rigoureusement soit qu’il soit trop 
complexe, soit que l’on manque de temps. 

En insistant sur l’analyse rigoureuse des problèmes modèles nous avons 
également voulu inculquer au lecteur une idée juste de la relation entre la 
théorie et l’expérience sur machine lors de la formation de schémas aux 
différences pour des calculs pratiques. 

Ce livre doit beaucoup au travail commun [4] des auteurs ainsi qu'aux 
conférences données par l’un d’eux au cours de plusieurs années à l’Institut 
physico-technique de Moscou. Ces conférences se sont inspirées de fréquen- 
tes discussions fécondes de leur auteur avec ©. Biélotserkovski (qui en a été 
d’ailleurs le promoteur), avec V. Diatchenko, P. Fédorenko, ©. Lokoutsiev- 
ski, E. Schnol et L. Tchoudov. 

Les auteurs expriment leurs remerciements les plus sincères à N. Bakhva- 
lov et B. Rojdestvenski qui ont lu le manuscrit du présent livre et à tous ceux 
qui ont contribué à l’améliorer. 

Les auteurs 


INTRODUCTION 


De nombreux problèmes théoriques et appliqués des sciences modernes 
de la nature conduisent à des équations différentielles, et ce n’est qu’après 
avoir résolu ces dernières qu’on peut estimer achevée l’étude d’un problème. 

Dans certains cas on dispose d’une formule donnant la solution par l’in- 
termédiaire de fonctions élémentaires bien étudiées. Mais la chose est im- 
possible en principe. Aussi l’obtention de formules explicites ne saurait-elle 
être considérée comme un processus régulier aboutissant à la résolution 
d'équations différentielles. Il serait injuste de dire que cette approche analy- 
tique est complètement caduque. Elle reste un instrument nécessaire et fort 
puissant d’étude des problèmes simplifiés, dits modèles. En étudiant un pro- 
blème modèle dûment choisi on peut faire des conclusions sur le comporte- 
ment de la solution du problème initial. 

A côté de cette façon d’agir analytique on utilise de plus en plus volon- 
tiers diverses méthodes de résolution numérique d’équations différentielles. 
Leur implantation à une vaste échelle a suivi l’apparition des machines à 
calculer rapides capables d’emmagasiner de grandes tables de nombres et 
d'effectuer sur ces derniers les opérations arithmétiques selon un pro- 
gramme donné. Etant donné ces facultés des machines, toute méthode numé- 
rique consiste à passer de la solution cherchée à une table inconnue de nom- 
bres et à indiquer la succession des opérations arithmétiques à effectuer. On 
peut par exemple chercher plusieurs premiers coefficients du développement 
de la solution en série entière ou trigonométrique. Le présent livre expose la 
théorie de la résolution numérique d’équations différentielles par la méthode 
des différences finies. L'idée de cette méthode numérique la plus universelle 
est de prendre pour l’ensemble cherché de nombres la table de valeurs de 
la solution aux points d’un ensemble appelé réseau. Le calcul de la table 
cherchée se fait à l’aide d’équations algébriques qui remplacent approxima- 
tivement l’équation différentielle. 

Ilustrons-le sur l’exemple élémentaire d’un schéma aux différences pour 
le calcul approché de la solution de l'équation 


u'(x)+ Au(x) = 0 
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vérifiant la condition initiale u(0) = 1. Admettons que h = 0 et cherchons, au 
lieu de u(x), la table de ses valeurs 


u(O), u(h), u(2h), ..., u(nh), .… 
Substituons à la dérivée le rapport aux différences approximant 


u(x + h)—u(x) 
— h -"* 


Le pas h de la table sera choisi suffisammant petit. Après cette substitution 
l'équation différentielle est remplacée par l’équation aux différences 
OLD + Au(x) 0 


qui l’approche et qui permet de calculer approximativement la table cher- 
chée. Pour cela mettons l’équation au différences sous forme de la formule 
de récurrence 


u(x+h) = (1 — Ah) u(x). 
Posons successivement x = 0, h, 2h, ...,1l vient 
u(2h) = (1— 4h}, 


. + ee ee ee ee ee 


En choisissant À = 1/N, nous obtenons 


A\# 
au lieu de la solution exacte 
u(1) = e74. 
Le cours d’analyse mathématique nous apprend cependant que pour un h 
suffisamment faible ou, ce qui revient au même, pour un N suffisamment 
grand, la quantité (1 — A/N)" diffère peu de e-4. Cela signifie que la solution 
approchée obtenue par ce schéma aux différences et dépendant du pas h 


converge avec la diminution de h vers la solution exacte de l’équation difré- 
rentielle. 


La même équation différentielle 
u"(x)+ Au(x) = 0 
peut être approchée par une autre équation aux différences, à savoir par 
nt + Au(x) = 0, 


qui s'obtient en remplaçant la dérivée par le rapport aux différences 
u(x+h)-—u(x — h) 
Dh 
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On construit pour l’équation différentielle 
u”’(x)+ Au’(x)+ Bu(x) = f(x) 


un analogue aux différences en substituant à u”’(x) par exemple l’expression 
approchée suivante : 


u(x+h)—u(x) u(x)—u(x —h) 
h _ h _ u(x+h)—2u(x) +u(x — h) 
h En h? . 
Quant à la dérivée première u’(x), elle peut être remplacée par une expression 
aux différences déjà utilisée. I] vient alors 


ENORME D, 4 AFP UE à Bu(x) = f(>. 


S’il s’agit d'équations différentielles à coefficients variables, la construc- 
tion de schémas aux différences ne se complique aucunement. On demande 
par exemple de calculer la solution de l’équation 


u"(x)+ A(X) u(x) = 0, 


où le coefficient À est fonction de x. On le fait à l’aide de l’équation aux diffé- 
rences 


CHAUD + 4(x) u(x) = 0. 


Les schémas aux différences « se jouent » de même des équations non 
linéaires. Ainsi, l'équation 
u'(x)+sin (xu(x)) = 0 


est susceptible d’être résolue approximativement moyennant le schéma 


+h) — : 
LP 6) ! 2 + sin (xu(x)) = 0. 


A considérer les exemples ci-dessus on pourrait penser que la formation 
d’un schéma aux différences et la résolution, ce schéma aidant, de l'équation 
différentielle ne présentent aucune difficulté. Il n’en est rien. 

Dès les cas les plus simples, même en résolvant des équations linéaires à 
coefficients constants, il arrive souvent que la solution d’un schéma aux diffé- 
rences « raisonnable » ne converge pas, lors du passage à un réseau plus fin, 
vers la solution cherchée de l’équation différentielle. On conçoit qu'avec ce 
schéma on ne saurait calculer la fonction cherchée avec une précision aussi 
grande qu’on le veut. 

Une fois le schéma convergent construit, il est nécessaire de calculer la 
solution du nouveau système d'équations algébriques par rapport à un 
grand nombre de valeurs inconnues de la fonction aux nœuds du réseau. Ce 
calcul s’avère ardu dans nombre de cas importants. On pallie parfois cet 
inconvénient en choisissant un schéma convergent de structure différente de 
sorte que le système d'équations linéaires qui surgit se résolve facilement de 


16 INTRODUCTION 


façon exacte ; dans d’autres cas, on dispose des procédés de calcul approché 
des solutions des problèmes aux différences avec une précision donnée à 
l'avance. 

Toute personne s’occupant de la résolution numérique des équations 
différentielles doit être au courant des difficultés soulevées par la construc- 
tion et la mise en œuvre de schémas aux différences et des moyens d’en 


triompher. 


PREMIÈRE PARTIE 
ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES ORDINAIRES 


CHAPITRE PREMIER 


ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES DU PREMIER 
ET DU SECOND ORDRE. 


EXEMPLES DE SCHÉMAS AUX DIFFÉRENCES 


81. Equations aux différences simples 


1. Equations aux différences. Dans l’introduction, nous avons construit 
pour l’équation différentielle du premier ordre 


u'(x)+ Au(x) = f(x) 
deux schémas aux différences 


u(x + D — (x) 


+ Au(x) = f(x), 


na eh + Au(x) = f(x), 


qui peuvent s’écrire respectivement 


us) + pru(S + A) = FC) (1) 
— 7 u(x—h)+ Au(x) + u(x+h) = f(x), (2) 


et pour l’équation différentielle du second ordre 
U"(X)+ Au (X)+ Bu(x) = f(x) 
l'équation aux différences 


u(x + h)— 2u(x) + u(x — h) u(x+ h)—u(x — h) 
D 


ou, en modifiant l'écriture, 


+ Bu(x) = f(x), 


_ (1 4) u(x hi)" (2— BH?) u(x)+ _ (1 +4) u(x+h) = f(x). (3) 


Les équations aux différences ci-dessus approchant les équations difré- 
2— 20013 
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rentielles les plus simples sont de l’un des deux types suivants : 
au(x)+ bu(x+h) = f(x), (1) 
au(x—h)+bu(x)+cu(x+h) = f(x). (27) 
Si la suite de points partageant l’axe Ox en des segments de longueur h 
est numérotée de gauche à droite de façon que x, = x,_1+h et si on désigne 
u(x,) par u, et f(x,) par f,, nos schémas aux différences se mettent sous forme 

d'équations 

au, + bu, — Jas (4) 


AUy-1+ Dur+ Cunsi = fn. (5) 


Aux$$1-4 nous étudierons des équations aux différences de la forme (4) 
et (5) sans préciser si elles constituent les schémas aux différences pour des 
équations différentielles. 

Les inconnues u, des équations (4) et (5) forment une suite {u,}: 


.<..s U_3, U-_2, U_1, Uo, Ui, Us, U3, ... 


Dans l’exposé suivant nous comparerons souvent cette suite avec une suite 
de points numérotés par les nombres 


es —3, —2, —1, 0, 1,2, 3, 


ou, comme on dit encore, avec un réseau. 
La suite {u,} peut être assimilée à une fonction u définie aux points d’un 
réseau, et u, est la valeur de u au point de numéro 4. La fig. 1 est le graphe 


Fig. 1 


d'une fonction « définie sur un réseau. Il s’agit de l’ensemble des points 
(xx, ux) dans le plan Oxu. 

Du moment que nous ne nous intéressons pas au lien entre les équations 
aux différences et les équations différentielles, la distance entre deux points 
voisins ne doit pas être forcément 4. Cette distance peut être arbitraire, par 
exemple égale à l’unité, et on peut prendre pour x, le point 0. La fonction u 
sera alors définie aux points de coordonnées nombres entiers xx = k. 

Supposons, pour simplifier, que les coefficients a, b, c des équations (4), 
(5) sont constants. En disant que les équations considérées sont à coefficients 
constants, nous avons en vue l’indépendance de ces coefficients par rapport 
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au numéro » ; ainsi, l’équation 


u1+5Vnu,+u,:1 = 0 


n’est pas à coefficients constants. 


Partout dans la suite les coefficients a, b de l’équation (4) et a, c de l’équa- 
tion (5) seront supposés différents de zéro. 


La suite {f,} s'appelle second membre des équations considérées. 

La suite {u,} étant assujettie à la seule condition d’être définie en tous les 
points entiers n, —  < n < ,on voit Sans peine que les équations (4) et 
(5) admettent nombre de solutions. Ainsi, gu,—u,;1 = 0 a pour solutions 
un = 0 et u, = gq". 

Pour pouvoir mettre en évidence /a solution de l’équation (4) 


au n+ bunii = Î, n, 
il suffit de définir sa valeur en un seul point entier "1, 1.e. définir u,,. En effet, 
l'équation (4) peut s’écrire comme la formule de récurrence 
| 
Un+1 — 5 (fn — au) 


à partir de laquelle, pour n = m, m+1, ..., on définit de proche en proche 
Un+1s Um+2s +. 1e. TOUS les u, pour n = m. Mettant notre équation sous 
forme d’une autre formule de récurrence : 


1 
Uni = (fa —bun), 
nous pouvons de même définir tous les , pour n < m. 
Pour mettre en évidence /a solution de l’équation (5) 
GUn-1+ buy+ Cun+2 = În 


il suffit de se donner d’une façon arbitraire les valeurs de u en deux points 
entiers successifs quelconques, de se donner par exemple u,,_1 et u,,. L'équa- 


tion considérée pouvant être récrite sous forme de deux formules de récur- 
rence suivantes : 


1 : 
Un+1 — : (fn —bu,—au,-1), 


1 
Uni = (fn — Dur —Cun+1), 
la démonstration en est immédiate. 


2. Ordre d’une équation aux différences. Répétons le résultat que nous 


venons d’obtenir et formulons la notion d’ordre pour les équations aux 
différences (4) et (5). 


Pour mettre en évidence une solution unique de l’équation (4) 
dun+ bun41 = fm 


il suffit de définir la valeur de z en un seul point. Une telle équation s’appelle 


7e 
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équation du premier ordre. Pour trouver l’unique solution de l’équation (5) 
Un-1 + Dun+ CUn41 = În 


il suffit de définir les valeurs de la solution en deux points successifs et une 
telle équation s’appelle donc équation du second ordre. 
On pourrait de même considérer l’équation très simple 


Œ = fn 4 < 0, 


dont la solution est définie de façon unique sans que la suite {u,} soit assu- 
jettie à des conditions préliminaires. Il n’est que naturel de parler dans ce 
cas d’une équation d'ordre zéro. 

Le schéma aux différences simple (1) pour l’équation différentielle du 
premier ordre u’+ Au = f est une équation aux différences du premier ordre. 

Le schéma (3) pour l’équation différentielle du second ordre u”’+ Au'+ 
+ Bu = f est d’ordre 2. 

En examinant le schéma (2) 


- _. u(x—h)+ Aux) + u(x+h) = f(x) 


pour l'équation u’+ Au = f, on constate que l’ordre de l'équation aux 
différences peut être supérieur à celui de l’équation différentielle (nous avons 
en l’occurrence une équation différentielle d'ordre 1, et l’équation aux difté- 
rences correspondante est d’ordre 2). 


3. Solution générale d’une équation aux différences. Etudions maintenant 
la structure des solutions des équations aux différences considérées. Prenons 
pour commencer l’équation homogène 


au, + bü, +1 = 0 (6) 


et notons }, la solution de l’équation (6) vérifiant la condition initiale Yo = 1. 
Visiblement, #, = a}, est également solution de l’équation homogène pour 
une constante arbitraire «. On montre aisément que toute solution de l’équa- 
tion homogène (6) s’obtiendra sous cette forme. En effet, chaque solution se 
définit de façon unique par sa valeur pour n = 0. Or, la solution à, prenant 
une valeur donnée à, s’obtient selon la formule 4, = &Ÿ, si « y est remplacé 
par üo. 
Passons à l’équation non homogène (4) 


au,+ bu,+1 — Fe 


Soient {%,} et {us} ses deux solutions quelconques. Retranchons terme à 
terme les égalités 
aün+bü,41 = fs 


aus +bus41 = fn; 
nous voyons que la différence 7,—u; = ü, vérifie l’équation homogène (6) 
aü,+ büh:1 = 0. Aussi toute solution {%,} peut-elle prendre la forme 


Üh = Uus+u, = us+aYr, 
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pour un choix convenable de la constante «. D'autre part, on vérifie aisé- 
ment que, pour «x quelconque, la formule u, = u,+aŸ, définit une solution 
de l’équation non homogène 


dun buns1 = Aus+ar,)+b(usi1+aYss1) = 
= (au;+bu;,1)+a(aY,+bY,,1) = f,+@°-0 = fn. 


Nous avons donc montré que la solution générale de l’équation homo- 
gène (6) 
Aun+ buy} = 0 
est de la forme 
Un = aY» 
où },est solution particulière de cette équation, qui vérifie la condition ini- 


tiale Yo = 1, et « une constante arbitraire. La solution générale de l’équa- 
tion non homogène (4) 


Gun+ bun+1 = fn 
s'obtient comme 
U, = un+ar,s 
u étant une solution particulière de (4) et « une constante arbitraire. 
En raisonnant de même sur une équation aux différences du second 
ordre, on aboutit à une assertion analogue. Nous nous abstiendrons de ces 


raisonnements (nous en laissons le soin au lecteur) en nous bornant au résul- 
tat : 


La solution générale de l’équation aux différences homogène 
Qün-1 +büs+Cüy41 = 0 (7) 
peut être cherchée sous la forme 
Un_1 = QYn+ Zn 
où Y, et Z, sont deux solutions particulières de (7) vérifiant les conditions 
initiales 
Yo=1l, Y1=0, 
Zo=0, Z1=]li, 
et « et B des constantes quelconques. 
La solution générale de l’équation non homogène (5) 
GUn=1+ Dun+t Uni = fn 
est susceptible de prendre la forme 
Un = Un+aYn+PZr 


u, étant une solution particulière de cette équation non homogène. 
Tous les résultats et raisonnements du présent paragraphe s'étendent 
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sans aucune modification aux équations aux différences à coefficients varia- 
bles. Nous préférons cependant passer outre afin de ne pas alourdir l'exposé 
par des détails sans importance. 


Exercices 
1. Démontrer que la solution générale de l'équation aux différences homogène 
aus + buns1 = 0 


à coefficients variables a, # 0, b, # O peut s'écrire u, = ay,, où y, est une solution 
arbitraire qui s ‘annule pour certains ñn, et &« une constante. 
2. Démontrer que la solution générale de l'équation aux différences homogène d'ordre? 


ln + Dalin + Cour = 0 
à coefficients variables a, # 0, c, = 0 peut être recherchée sous la forme 
Un, = GYa+ Bzn 


ÿh €t z, étant deux solutions particulières quelconques de cette équation telles que le 
déterminant 


Yo Ji 


£o “1 


soit non nul. 
3. Soient y, et =, deux solutions particulières quelconques de l’équation aux diffé- 
rences d'ordre 2 de l’Exercice 2. Démontrer que le déterminant 


Yn Yn+1 


5: s — Ynên+1— 2nn+1 


est soit nul pour tout n, soit non nul pour tous les nr. 
4. En combien de points successifs doit-on définir les valeurs de la solution de l’équa- 
tion aux différences 


au, + bus+1+ Clun+2 SE du,+3 — Jus 


a, # 0, d # 0, pour qu’il existe une solution {u,} et une seule prenant en ces points des 
valeurs données ? Quel est l’ordre de l'équation aux différences proposée ? 


82. Equation aux différences du premier ordre 


Nous allons obtenir la formule donnant la solution générale de l’équa- 
tion aux différences du premier ordre à coefficients constants 


ŒUn+ Dun1 = fn 
les contraintes imposées à f, étant assez faibles. 
La solution générale peut être (voir $1) de la forme 
» _ ce ÿ 
Un = Un+XYn = ur +a =) ; 


u, étant une solution particulière et « une constante arbitraire. 
La recherche de la solution générale s’est donc ramenée à celle d'une 
solution particulière u,. 
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1. Solution fondamentale. Construisons d’abord la solution pour un 
second membre donné de façon spéciale 


0, n<O, 
= | 1, n=0. 


Cette fonction est d’ordinaire désignée par le symbole de Kronecker 
0, n#k, 
Ôg = 
d 1, n=Kk. 
Alors fn = Ô5. 
La solution de l’équation 
au,+bu,,: = 05 
sera notée G, : 
aG,+bG,+1 EE Ôg- () 
La solution G, s'appelle solution fondamentale de Y’équation 
au; + bu,+1 — Ts 
vu qu'elle sert à exprimer ses solutions particulières pour des seconds mem- 
bres f, différents, assez arbitraires (voir p. 24). 


On demande de trouver une solution des équations des trois groupes 
suivants : 


L aG,+bG,,1 = 0 pour n =-lI. 
IT. aGo+bG1 = 1. 
JL. aG,+bG,:1 = 0 pourn> ll. 


Soit G,; = 0 lorsque n & 0. Alors toutes les équations du groupe I sont 
vérifiées. Moyennant l'équation II on trouve G1 = 1/b. Les équations du 
groupe IIT peuvent s’écrire comme la formule récurrentielle G,,1 = + G, 


qui permet de trouver successivement 


G=-—(-$) pour n> I. 


Résumons les formules donnant G, : 


(9 pour n «0, 


eo) pour n> Î. @) 
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C’est une des solutions de (1). Faisons la somme de cette solution et de la 
solution générale A( — +) de l’équation homogène associée au,+bu,:1 = 0, 
nous obtenons la solution générale de l’équation (1) : 


A[- +) pour n =0, 


Ref ess ù 


La solution fondamentale (2) s’obtient à partir de la formule générale (3) 
pour À = 0. 


2. Condition de borne de la solution fondamentale. Si a/b| = 1 et quelle 
que soit la constante À, la solution fondamentale G, obtenue est bornée en 
valeur absolue tant pour n — + pue pour nr — — . Dégageons de la 
formule générale (3) la solution fondamentale bornée G, pour |a/b| # I. 
Si |a/b| < 1, alors | —a/b|" croît indéfiniment lorsque n tend vers l'infini 
négatif. C’est pourquoi. on n’obtient la solution bornée que lorsque 4 = 0 
(fig. 2, a). Cette solution est définie par la formule (2). 


Fig. 2 


Si |a/b| = 1, la solution bornée n’a lieu que lorsque 4 = 1/a (fig. 2, b) : 
Le (- I . n<0, 


G,=4 4 b (4) 
0, n> |]. 
3. Solution particulière. Une solution particulière de l'équation 
GUn+ Dln+1 = fn 6) 
avec f, arbitraire, peut être cherchée sous forme de série 
Un = D Gn-kfk (6) 


Km — 0 


(G, étant une solution fondamentale) à condition que cette série converge. 
Pour le montrer utilisons l'égalité 


AGn-k+bOn-xr1 = 06 Ô£) 
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qui s’obtient de (1) en y changeant partout n en n— — &. Portons la série con- 
vergente (6) dans le premier membre de (5), il vient 


AUn+ bun+1 — s” D Gofet+b > Gu-k+1f8 = 


D) (aG,_x+bGn-r41)fe = > fe = Ja. 


k=æ—00 


En l’absence de toute hypothèse sur le comportement du second membre 
fr de l'équation aux différences, la série (6) peut s’avérer divergente. En effet, 
si on pose /L = (—a/b)}*, alors 


Af-<$) pourn=<Kk, 
Ga-xfr = 
(4——) (- ni pour n > k+1, 


et la série (6) contient, pour n fixe, une infinité de termes identiques non 
nuls. 


THÉORÈME. Soient |aib' Z 1, G, la solution fondamentale bornée et f. 
bornés en module, i.e. | f.\ < F. Alors la série 


Ÿ Ga-kfr 


r = — OÙ 
est manifestement convergente. 


DÉMONSTRATION. La preuve ne sera faite que pour ia/b, = 1. Le cas 
contraire ne présentera alors pas de difficultés pour le lecteur. 
Dans nos hypothèses, chaque terme de la série 


_ Ds Gn-kfr = px F- nr 


peut être majoré en valeur absolue par le terme d’une progression géométri- 
que convergente 


_ \n—& 


] a 
RS 
D'où la convergence de la série bah et l’estimation 


F 
— lJai=ibl () 


n 


[un] << — 


montrant que la solution "e est bornée. 
C’est la seule solution bornée de l’équation 


aus+ buy = În 


puisque toute solution s’obtient de (6) par adjonction d’une solution &, = 
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— a — Fr) de l’équation homogène associée. La solution {x} est bornée en 


tant que différence de deux solutions bornées, ce qui n’est possible que pour 
a = (. 


Exercices 


1. Trouver la solution générale de l’équation 
Zn — Un+a = 5". 
SOLUTION. La solution générale de l'équation homogène correspondante 2%, — ä,4, = 0 


est de la forme ä, = «(2})". Cherchons une solution particulière u* de la forme uÿ = C5" 
à coefficient indéterminé. En portant uÿ = C5" dans l'équation on obtient 


(2.5 — Sn+1)C = 5": C = —1},. 
Donc 


U, = — É ap a(2)". 


3 


(Notons que u* ne peut s’obtenir comme la série (6) puisque, son terme général ne tendant 
pas vers Zéro, la série diverge.) | 
2. Trouver une solution particulière u* de l'équation 


Zn Uni = (2Y. 
INDICATION. Chercher la solution sous la forme u* = Cn:(2}. 
3. Trouver les solutions particulières u* de l’équation 
2, Unsy = fn 
pour le second membre de la forme 
a)f,=1, bf,=n f,="r, d)f,=1+2n-K#. 
4. Trouver les solutions particulières u* de l'équation 
Un Una = fn 
dont le second membre a la forme spéciale suivante: 
a)f,=1, b=n Of,=r". 


83. Equation aux différences du second ordre 


Nous allons obtenir la formule donnant la solution générale de l'équation 
aux différences non homogène à coefficients constants 


QUn-1+ dun Cun+1 = fn. (1) 
Nous avons établi (81) que sa solution générale s'écrit 
Un = Us+ün, (2) 
u, étant une solution particulière de l’équation non homogène donnée et 
Un = AŸr+BZn 


la solution générale de l’équation homogène correspondante 
uni +bus+ Cunia = 0. (3) 
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Trouvons d’abord la formule de la solution générale de l’équation homo- 
gène (3), puis la solution fondamentale et une solution particulière de l’équa- 
tion non homogène. 


1. Solution générale de l’équation homogène. En nous rappelant que, 
dans le cas de l’équation aux différences du premier ordre, nous avons eu 
une solution particulière de la forme u, = g”, essayons, cette fois encore, de 
chercher la solution particulière sous forme d’une progression géométrique. 
Portons u, = g" dans l’équation aux différences et assurons-nous que c’est 
effectivement une solution si g est racine de l’équation du deuxième degré 


E a+bq+cq? = 0 (4) 


dite équation caractéristique. Cette dernière équation peut avoir ses racines 
distinctes ou non. Considérons les deux cas. Si les racines g et g2 de l’équa- 
tion caractéristique en question sont distinctes, il est possible de trouver 
même deux solutions particulières indépendantes 


un = Qi uf) = q2 
sous forme d’une progression géométrique. La combinaison linéaire 
ü, = au + Bu = axgi+Bqz (5) 


à coefficients constants arbitraires « et B de ces deux solutions est encore 
solution de l’équation homogène. Montrons qu’il s’agit de la solution géné- 
rale. 

En effet, toute solution particulière 4, de l'équation homogène qui prend 
pour n = 0 et n = 1 des valeurs ü&o et #1 quelconques données à l’avance 
peut s’obtenir sous la forme (5). Il suffit de définir « et £ à partir des égalités 


x+p — Uo, 


xq1+6q2 = U, 
1.e. de poser 


x = Uogs=b B = bo 
2 Gz— a 
En particulier, Y, et Z, défims au $l comme solutions de l’équation ho- 
mogène telles que 


Zo=0, Z1= 
sont de la forme 
_ Q2 __h 
7 ml q-4 ge 
| : (6) 
+ J2— 4 a+ 2 — LES 


A l'examen des formules (6) on constate qu’elles tombent en défaut lors- 
que g1 = g2 (racine multiple). 
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Si g1 = g», une solution particulière peut s’écrire toujours u, = g%. On 
trouve une deuxième en faisant w, = y,g; dans (3), ce qui donne pour y, 


AYn_1+bq1Yn+ CQiYns1 = 0. 


On sait que a/c est égal au produit et b/c à la somme de signe contraire des 
racines de l’équation caractéristique (4). Puisque les deux racines valent g1, 
on a 


et l'équation aux différences pour y, se récrit 


CG Vn-1 — 2CQiYn+ CQiVn+1 = 0 

ou, plus brièvement, 

Yn-1— 2Vnt Yn+i = (, 

En mettant cette équation sous la forme 

Jn-1— Jan — Yn—Vn+1s 
on voit que la différence y,-1—}y, ne change pas avec la variation de nr. Ainsi, 
la solution est une progression arithmétique arbitraire. Etant donné qu’il 
nous suffit de trouver une seule solution, prenons la progression arithméti- 


que y, = nr. Comme nous avons cherché w, sous la forme u, = y,q3, il existe 
parmi les solutions de l’équation au,_1+bu,+cu,,1 = 0 une solution 


u® = nq1. 

Ainsi, dans le cas des racines multiples g1 = g2, nous avons obtenu, en 
plus de la solution particulière u) = g?, une deuxième solution parti- 
culière indépendante u@) = ngï. 

La combinaison linéaire 


ü, = aqi+pngi 


à coefficients constants arbitraires est encore solution de l’équation homo- 
gène et une solution particulière s’obtient de cette formule par un choix con- 
venable de « et 8. En particulier, dans le cas des racines multiples, les solu- 
tions particulières Ÿ, et Z, ont la forme 


y, — qi -nq\ 


7 
Z, = —ngi = ni 1. * 
gi 
Fait intéressant, les formules (7) peuvent s'obtenir à partir de (6), don- 
nant }, et Z, dans le cas de l’équation caractéristique ayant toutes ses raci- 
nes simples. Nous avons eu pour }, et Z, les égalités 


_ __42 __ no El: L'O 
d Je — ; Ie — Qi E 92 AU 
1 1 gs —4qi 
Z, = ——g+ ent. 
de a À Je — Qi 72 2 — Qi 
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Faisons la racine g2 tendre vers la racine g1. Ceci étant, les expressions 


EU et ER 
2 — Qi I2— 
tendent vers certaines limites, à savoir vers (7 — 1)g1-*et ng?-1 respectivement. 
Nous voyons donc que lorsqu'il s’agit des racines multiples, les solutions 
Y, et Z, prennent la forme (7). 

Ainsi, nous avons construit Y, et Z, dans tous les cas possibles de a et c 
non nuls. 

Nous avons montré par là même qu’on peut toujours écrire sous forme 
explicite toute solution de l’équation aux différences homogène du second 
ordre que nous sommes en train d’étudier. 

Le cas où l’équation a+bq+cg* = 0 à coefficients a, b, c réels possède 
deux racines g1, g2 complexes conjuguées mérite qu’on s’y arrête. Montrons 
que la solution générale de l’équation homogène (3) s’écrit alors 


Un = n(V=<) cos np+r[V<) sin ny, (8) 


avec p défini par l'égalité 


os 
o 2Yac 

et y1 et y2 des constantes quelconques. 
Explicitons g1 et g2: 


Les racines étant complexes, on a < = 0, < 1. On peut donc noter 
C 


ARS 
2 Fac 


et g1 et g» s’écrivent 
Q1 = = (cos g+ i sin y), 


q2 = } + (cos q—i sin ®). 


Portons ces valeurs de g1 et g2 dans la formule (5). 
Lorsque « = B = 1/2, nous obtenons une solution particulière 


un) = (y a] COS np 
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et, lorsque « = 1/(25), B = —1/(25), 


ue) = (V2) sin ny. 


La combinaison linéaire à coefficients y. et y2 constants arbitraires de ces 
solutions particulières donne la solution générale (8). (Le lecteur vérifiera 
aisément qu’il est possible de mettre sous cette forme la solution particulière 
(8) prenant pour nr = Oetn = 1 des valeurs quelconques données à l’avance.) 


2. Solution générale de l’équation non homogène. Solution fondamentale. 
Passons à l’étude de l’équation aux différences non homogène 


ŒUn-1 + buy + Cun+i = fa (9) 


et bornons-nous à un cas important pour l’exposé suivant, cas où aucune 
racine de l'équation caractéristique (4) n’est égale en module à l’unité : 
gi! “ 1, |g2l # 1. Commençons par chercher la solution de l’équation 
non homogène (9) dont le second membre a une forme spéciale 

0, n ZOO, 


= 07 = 
L . re 


Cette solution sera notée G, et appelée solution fondamentale. Nous voulons 
trouver une solution fondamentale bornée, 1.e. une solution bornée des équa- 
tions des trois groupes suivants : 


L aG,-1+bG;+cG;41 = 0 pour n <—I. 
II. aG_1+bGo+cG1 = 1. 
IL. aG,-1+bG;+cGh:1 = 0 pourn= Il. 


Examinons d’abord le cas des racines distinctes : g1 # Q2. 
La solution générale de l’équation homogène (3) est alors de la forme 


n = agi +Bqz. 


C’est pourquoi, toute solution particulière G, de l’équation homogène I 
s'écrit 
G,=xqg;+Bqg3 pour n = 0, 


a” et B” étant des constantes dûment choisies. De même, une solution parti- 
culière G,, n = 0, de l’équation homogène III s’obtient comme 


n=a"gi+8"qs pour n>0 


avec des constantes «”’ et B”’ correspondantes. 
Dans le cas étudié g1 Æ go, qi < 1, |g2l # 1, quatre possibilités peu- 
vent se présenter : 


a) [gi <1, ge > 1; 
b) Igil < 1, [gel < 1; 


$ 3] ÉQUATION AUX DIFFÉRENCES DU SECOND ORDRE 31 


c) Igalæ1, Îgel < 1; 
d)Igi 1, Îge = 1. 
Construisons la solution fondamentale bornée G, en nous plaçant dans 


le cas a). G, étant borné pour n —— —<, on a &’ = 0, et, G, l’étant pour 
n -+o, B” = 0. Aussi 


e B'g pour n «0, 
Fe aq; pour n> 0. 


Lorsque n = 0, les deux dernières formules fournissent une même valeur 
Go. D'où B” = x’. Choisissons B” par la condition de validité de l’équation II : 
Li ’ , _ r — 1 
ab'q; + bB + ch'qi = 1, B ee ag=!+b+caq; ° 
Le dénominateur de cette fraction est différent de zéro : 


agz1+b+cq; = (agz*+b+cq2)+c(q—Q2) = c(g-92) # 0. 


Donc, 
a [era 720 
RE gi n>0. 
Nous avons construit la solution fondamentale bornée demandée (fig. 3, a). 
C7 


4) 


Fig. 3 


Notons (ce fait va nous servir dans la suite) que dans les conditions 
max(|al, |b|, :c))> B > 0, 
ai<1-®, jg1<1-0, ai 
avec B = 0 et 0 = 0 des nombres, on a l'estimation 


Gt < 1-5)" (11) 
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En effet, en vertu de la première condition (10), on a forcément soit |a| > B/4, soit 
lc| > B/4, soit encore Wb°-— 4ac > Y B°- B°/4 > B/2. 
On a également les relations évidentes 
agz+b+cq = q1— 42) = a(gz1—q51) = Yb°—4ac, 
2— 4/2 
2-0 


Î 
In-qlælal-lal>. 5; -4-0/2 = 0 > 0, 


lgs"—-qr'l > 0, 
qui entrainent l'estimation 


lag: +b+cq,l > _ 


et l'inégalité (11). 


Dans le cas b), la condition que G, est borné pour nr — —< entraîne 


x’ = B’ = 0, de sorte que 
: 0 pour n = 0, 
M «"q®+B"q3 pour n > 0. 


La condition Go = 0 implique x” = —B”. Le coefficient zx’’ est choisi de 
façon que soit satisfaite l’équation II : 


v, | e 


F7 -a) 
La solution fondamentale bornée (fig. 3, b) dans le cas b) est de la forme 


(0 pour n = 0, 


1 
=) (gi —gq2) pour 7 >= 0. 


Gr = 


S'agissant du cas c) on a par analogie avec a) : 

I n 

agi 1+b+cge T1 
I 

ag; +b+cq. 


pour n «0, 
G, = 
g pour n> 0. 


Le cas d) est analogue à b). 


Si les racines sont multiples : 91 = g2, en construisant la solution fonda- 
mentale bornée on fait appel à la formule 


u, = agi +Bnqi 
au lieu de 
u, = 2q1+Bq3. 
Si |g1l < 1, on a pour G, 
0 pour n æ 0, 


G, — 1 _] 
… ngi pour n > 0. 
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1 
G ni pour n = 0, 
= 


0 pour n > (. 


Nous avons examiné toutes les possibilités qui peuvent se présenter si 
Igii # 1, Igel À 1, a # 0, c  O et constaté l’existence d’une solution 
fondamentale bornée. Il résulte des formules écrites la décroissance expo- 
nentielle de cette solution pour n tendant vers l'infini : 


|Gal < Gel", (12) 


G =—0et O0 = p = 1 étant des constantes. 
Ceci étant, o peut être tout nombre vérifiant l'inégalité 


o > max [min (lai, ) min (Igl, )| 


Nous avons donc établi l’existence et la forme de la solution fondamen- 
tale, i.e. de la solution de l’équation non homogène (9). Si le second membre 
{ fn} de (9) est quelconque, la solution particulière u;, se met sous forme de 
somme de la série 


Un as : D Gr-kfr (13) 
à condition que cette dernière soit convergente. La vérification est calquée 
sur celle pour l’équation aux différences du premier ordre (voir $2). L’esti- 
mation (12) entraîne que la série (13) converge manifestement pour {f.} borné, 
| Ji k | < F . Alors 


ue) Ÿ Gufile À IGufilt Ÿ IGnafil < 
| k= — 00 ke — Kan+l 


k=n+1 Q 


7 GF| D et+ Ÿ gr) = 2 F. (14) 
K = — 00 — 


Dans le cas de l'équation (9) telle que |q1l # 1 et gl > 1, la solution 
{u,} définie par la formule (13) est la seule solution bornée pour un second 
membre donné. Dans le cas contraire, nous pourrions obtenir une deuxième 
solution bornée en ajoutant à celle construite une solution bornée {4,} de 
l'équation homogène (3). Or, les formules donnant la solution générale de 
cette équation montrent que, lorsque |g1l # 1, gl # 1, il existe une 
seule solution bornée pour —  < n < , à savoir 4, = 0 

En particulier, pour ;,g1, # 1, 'q») < 1, 1l n'y a pas d’autre solution 
fondamentale bornée que G.. 

Notons que sous les conditions (10) et compte tenu de l'estimation (11), 
on établit sans peine à partir de (13) 


—. 16 
Un | < Be SUP | ml. (15) 


3 1 20013 
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3. Evaluation de la solution fondamentale par les coefficients de l’équation 
aux différences. Au n° 2 nous avons vu que le comportement de la solution 
fondamentale G, de l’équation (9) dépend essentiellement de la position 
dans le plan complexe des racines g1 et g2 de l’équation caractéristique 


P(q) = a+bq+cg° = 0. (4) 


Un cas particulièrement important pour les applications est celui des a, b, c 
réels et des racines g1 et g2 dont l’une est supérieure et l’autre inférieure en 
module à l’unité : 


[g1i < pe, |g3 1] < pe, 0<o< I. (16) 


Nous allons indiquer un bon critère nécessaire et suffisant d’une telle posi- 
tion des racines qui nous évite leur calcul. 


THÉORÈME. Les racines q1 et q2 de l’équation (4) à coefficients réels sont 
l'une supérieure et l’autre inférieure en module à l’unité si et seulement si l’on 
a une estimation de la forme 


Ibl—{a+c| 
lbl+lal+icl| co in. (7) 


0 étant un nombre ; de plus, si (17) est satisfaite, alors 


ql<1-+, gti <1-+. (18) 


DÉMONSTRATION. Notons que 
P(D:-P(—1) = (a+c+b)(a+c—b) = ja+c!=—-b* = 
= (la+cl-lbl)(la+ci+ibl). 


Si (17) n’a lieu pour aucun Ÿ = 0, le numérateur de la fraction (17) est soit 
nul, soit négatif. 

Dans le premier cas, P(1)-P(—1) = 0, i.e. 1 ou —1 est racine de l’équa- 
tion (4), et la condition (16) n’est pas remplie. 

Dans le second cas, P(1) P(—1) = 0, i.e. aux points g = —1 et g = 1, le 
polynôme P(q) prend des valeurs de même signe. Cela signifie que ou bien 
il possède sur le segment — 1 < g = 1 deux racines, ou bien il n’en a pas 
du tout. 

Si les racines sont au nombre de deux, l’une et l’autre sont inférieures en 
module à l’unité (la condition (16) n’est pas remplie), et s’il n’y a pas de 
racines sur [—1, 1], alors ou bien il n’existe pas de racines réelles (elles sont 
complexes conjuguées et de même module), ou bien les deux racines sont 
réelles et de module supérieur à l’unité : la condition (16) n’est pas remplie 
cette fois non plus. 

Si un certain 8 = 0 vérifie l’estimation (17), alors P(—1) P(1) = O0 et les 
valeurs de P(q) aux extrémités du segment [—1, 1] sont de signes opposés, 
de sorte que ce segment ne contient qu’une seule racine. L’autre racine, 
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réelle elle aussi, se situe alors en dehors de [—1, 1] et on a (16) pour un cer- 
tain p < 1. Précisons le dernier résultat, à savoir obtenons l’estimation (18). 
Il résulte de (17) 


6 0 \% , 
bl—la+el=6(bi+lal+|el) > 5 1b1+0-1a1+[8-(5) [+1 


C’est pourquoi 


lbi-(1-5) > ja+el+[0-(5) Te > 


> la+c{1- 8+(> 7) } = ja+e(1- 3) L 
Il en découle que les expressions 


P(1-+) = = a+c(1-+) +b(1-5), 


P[-(1-5)]=a+e(i-2) (1-2) 


sont de signes différents, de sorte que le polynôme P(q) possède sur le seg- 
ment —(1—0/2) « q & 1—0/2 une racine g1, |q1l << 1 —0/2. Il est évident 
que les nombres 


,_ 1 , 1 
1 a, ? Br)? 


inverses des racines de l’équation (4), vérifient l’équation 

a +b'q'+c'(g'Ÿ _ 0 
avec des coefficients a’ = c, b’ = b, c’ = a tels qu’on ait la même condition 
(17) : 


[b’|—-1ag+ct _ Ibl-la+c| 


aa biais 0 


Aussi l’une des racines gq;, g. satisfait à |g’|  1—0/2. Cela ne peut être 
que gs = 1/q:, d’où les estimations (18). 

Pour une équation à coefficients réels avec la condition (17) on a automa- 
tiquement (10) et donc l’estimation (15) de la solution particulière bornée 
u, de l’équation aux différences non homogène (9). 


Exercices 
1. Ecrire les solutions générales des équations 
Un — Sun + O4 = 0, n—=0 
Ua Untün=0, n=0, + 
ae 


unit ist uns: = 0, n = 0 
3° 
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2. Trouver la solution bornée pour n —> + de l'équation 
5 
Un Un + Un+i — (0) 


qui prend la valeur uo = 1. 
3. Ecrire le millième terme d’une suite wo, u1, ue, . .. telle que ses deux premiers termes 
soient égaux à l’unité (uo = 1, u1 = 1) et les suivants se définissent par la relation de 
ce 
Un = Uni les = 1,2... 


4. Trouver la condition imposée aux racines de l'équation caractéristique qui soit 
nécessaire et suffisante pour que l'équation aux différences 
au,_1+bu,+cu,z, = 0, n=0, +1,+2,..., 


admette au moins une solution bornée non triviale (la solution #, = Oest dite sriviale). 
5. Trouver les conditions imposées aux racines de l'équation caractéristique qui 
soient nécessaires et suffisantes pour que toutes les solutions de l’équation 
au,-;+bu,+cu,,;, = 0, n=0, +1,..., 


soient bornées. 

6. Quelles doivent être les racines de l'équation caractéristique pour que toutes les 
solutions de l’équation au,_,+bu,+cu,4, = 0 tendent vers O0 pour n—>+00 ? 

7. Trouver une solution particulière de l'équation aux différences non homogène 


Una > nt us = fn n — 0, El, ...s 


dont le second membre cest de la forme suivante: 


a) f, = 1. INDICATION. Chercher une solution de la forme u$ = A. 

b) /, = ñn. INDICATION. Chercher une solution de la forme uf = A+ Bn. 

C) f, = 3". INDICATION. Chercher une solution de la forme uÿ = A:3". 

d) /, = cos #7. INDICATION. Chercher une solution de la forme uÿ = À sin n+B cos n. 


8. Construire une solution fondamentale bornée de l'équation 


Un Hunt nt) 7 Je 


Possède-t-elle des solutions fondamentales non bornées ? 
9. Construire une solution fondamentale de l’équation 


Un-1— 2u,+ Un+1 — La: 


Est-ce qu’il existe une solution fondamentale bornée ? 
10. Dans quelle condition imposée aux racines de l'équation caractéristique l’équa- 
tion aux différences 


au,-1+bu,+ cu: = fr 
n’admet-elle pas de solutions fondamentales bornées ? 
11. En utilisant la solution fondamentale bornée écrire la solution (to, U1, ..., Ux) 
de l'équation 


Ua Ut uns] = fer = 1,2,...,N-—1, 


qui vérifie les conditions us = g, uy = y avec y et y des nombres donnés. 
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12. Trouver toutes les valeurs propres p et les fonctions propres correspondantes 
y = {y}, m = 0, 1, ..., M, de l'opérateur 4., 


AY = 0y, 


A,. étant un opérateur qui fait correspondre à toute fonction u = {u,} définie sur un 
réseau unc fonction v = {v,} définie sur un réseau d’après les formules 
Ty = Le (Uns1—- Untüm-1)s 0<mMm< M, 


To = Ty = 0, Mh = 1. 


CHAPITRE 2 


PROBLÈME AUX LIMITES POUR UNE ÉQUATION 
DU SECOND ORDRE 


Les problèmes aux limites du type considéré dans ce chapitre se posent 
lors de la résolution numérique des équations differentielles ordinaires et des 
équations aux dérivées partielles à l’aide des schémas aux différences. 


84. Position du problème. Critères de bon conditionnement 


1. Position du problème. Le problème aux limites le plus simple consiste 

à chercher une fonction {u,}, n = 0,1, ...,N, vérifiant l’équation aux diffé- 
rences 

Aln-1+ Dnin+ Cnln+1 = fm n — 1,2 NL (D 


aux points intérieurs O0 < n < N du réseau O=n<N et prenant des 
valeurs données 


Uo—=Y, UN=Y (2) 


aux extrémités de ce réseau. Le problème aux limites pour un système d’équa- 
tions aux différences sera énoncé au n°7. 

En étudiant l’équation a,u,-1+boun+ Coun41 = fn An # 0, Cn # O, nous 
avons constaté qu’en se donnant arbitrairement les valeurs de {,} en deux 
points successifs quelconques, par exemple pour wo et u1 définis de façon 
arbitraire, on définit une solution {u,} et une seule. 

11 y a intérêt à voir si la solution peut être définie de façon unique en se 
donnant ses valeurs en deux points pas nécessairement voisins (comme c’est 
le cas, par exemple, du problème aux limites (1), (2)). On va voir que ce 
problème peut s’avérer impossible. 

Soit le problème aux limites 


Un-1—UntUnz1 = 0, I — Ï, 2 9 299, (3) 

uo = O, usco = 1. (4) 
La solution générale de (3) peut s'écrire (voir $3) 2 
mt 


NT . 
Un = ÿ1 COS ——+ y2 SIN — 
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La condition wo = 0 entraîne 1 = 0. Pour avoir u300 = 1, on doit choisir 
y2 à partir de l'équation 


.__ 3007 
U300 = 72 SIN —— — I. 


Or, cette équation n’admet pas de solution puisque, quel que soit y2, son pre- 
mier membre vaut 0 et non pas 1. 

Si la condition imposée était #300 = 0 au lieu de u350 = 1 (la condition 
uo = O étant conservée), on aurait toujours y1 = 0 et un y: quelconque : 


3007 


2 Sin s = 2.0 = 0. 

Ainsi, le problème aux limites (1), (2) peut en général être impossible ou 
admettre plus d’une solution. Les problèmes aux limites sont cependant 
très courants. 

Il existe des classes assez vastes d'équations aux différences pour lesquel- 
les le problème (1), (2) admet toujours une solution unique et, de plus, 
s'avère « peu » sensible aux erreurs d’arrondi résultant de la donnée des 
seconds membres y, y et { f,}, 1.e. est « bien conditionné ». 

2. Notion de bon conditionnement. En étudiant les schémas aux différen- 
ces servant à approcher la solution des problèmes aux limites différentiels, 
on considère en général toute une famille de tels problèmes intervenant avec 
la diminution du pas du réseau. On considère alors N comme un paramètre 
dont dépend la famille en question. N croît avec le resserrement du réseau. 

Nous dirons que le problème aux limites aux différences (1), (2) à coeff- 
cients a, bn Ch bornés dans leur ensemble, |a,|, 'b,l, |c,| < M, est bien 
conditionné s’il admet pour tout N suffisamment grand une et une seule solu- 
tion {4,} avec des seconds membres , y et {f,} arbitraires et si les nom- 
bres 10, u1, ..., Un ConStituant la solution vérifient l’estimation 


[un | un max | fi. (5) 
M étant un nombre indépendant de N. 


On range parfois parmi les problèmes bien conditionnés des problèmes pour lesquels 
on ne peut choisir un M constant, mais tels que M croisse au plus comme une puissance 
donnée de N, par exemple M = CN ou M = CN:. 

La définition du bon conditionnement que nous venons de donner équivaut à l’une 
de celles adoptées cn théorie des systèmes d'équations linéaires : on mesure le conditionne- 
ment du système d'équations 4x = g de matrice À par le nombre || 411-[[ 4-11} qui est 
le produit de normes des matrices 4 et 471, 


La validité de l’inégalité (5) signifie que la sensibilité de la solution {u,)} 
aux erreurs (par exemple, aux erreurs de mesure ou à celles d’arrondi) com- 
mises lorsqu'on se donnait les seconds membres y, y et {f,} n’augmente 
pas avec N. En effet, si, au lieu de ces seconds membres, on se donne respecti- 
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vement w+4p, y+4Ay, {f1+4f,}, la solution {u,} reçoit l'accroissement 
{Au,}, qui est, vu la linéarité du problème (1), (2), solution du problème 
An Aun-1+ bn Auy+ Cn Auns1 = fn 0<n<N, 
Auo = Ag, Aux = Ay 
et, en vertu de (5), vérifie l’estimation 
| Au,| < M max {1 4p1, | Ayl, max Afmi}. 


Tout problème aux limites (1), (2) admettant une solution unique n’est pas 
bien conditionné, loin de là. Ainsi, si les seconds membres du problème 


Un+1—SUn+Oün-1 = fn 0<n<N, 
Uo =, UN =Y | 
reçoivent les accroissements 
Afn = 0, Apy=0, Ag=e, 


la solution {u,} acquiert l’accroissement 


— 9n 1—(/)7—" . 
Au, = 2 TE Ag, n=0,1,...,N. 
D'où 
Auyea > 2N-1. Le. 


La perturbation € produite par la donnée de a induit sur la solution une 
perturbation qui augmente rapidement avec N. Il est évident que le nombre 


M dans l'inégalité (5) doit croître au moins comme l’exponentielle +2" _. 


3. Critère suffisant de bon conditionnement. 
THÉORÈME. Si les coeficients a,, b,, c, remplissent la condition 
bal > lal+|cil+ô, Ô = 0, (6) 


le problème (1), (2) est bien conditionné, et la solution {u,} est évaluée par 
| 
ut < max lg, lp, 3 max Ja (D 


DÉMONSTRATION. Supposons d’abord que pour y, y et { f,} fixes donnés, 
le problème (1), (2) possède une solution {u,} et établissons l’estimation (7). 
Soit !u£| le plus grand des nombres |u,|, n = 0, 1, ..., N. Si k = 0 ou 
k = N, l'inégalité (7) est évidente puisque wo = g, ux = y. Il nous reste à 
considérer le cas0<k<N, |u;| > |u,i. Compte tenu de (6) nous pou- 
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vons écrire 
lbrielurl = |—Grux-1—Crursit el € |Gklux-1l+ 
+\crleueril+ {fi < (al+icxl)luri+] fe! 
PA | fl 
Î "1 a 
RME Eee no à 


d'où l’inégalité (6). 

Pour achever la démonstration nous devons démontrer que le problème 
(1), (2) admet une solution et une seule {u,}, les seconds membres y, w et 
{fn} étant arbitraires. 

Le problème (1), (2) peut être assimilé à un système de N+1 équations 
linéaires à N+ 1 inconnues wo, u1, ..., un. Il faut donc établir que le déter- 
minant de ce système est non nul. On sait du cours d’algèbre que le déter- 
minant d’un système est non nul si et seulement si le système homogène 
correspondant n’admet pour solution que 0. Pour le système (1), (2), le sys- 
tème homogène s’obtient lorsque œ = y = f, = 0. L’estimation (7) dé- 
montrée pour chaque solution {4,} entraîne qu’on n’a dans ce cas que la 
solution triviale u, = 0. 

Une condition suffisante de bon conditionnement du problème (1), (2) 
est également 


1b,1—1a,l-1c,l 


bielle 7. max {|a,!, L'AIR [Cal} > B > 0, (8) 


avec 0 et B des constantes indépendantes de N et n. 
En effet, (8) entraîne (6) avec la constante 


Ô = 0(1b,|+|al+!c,l) > 0B >. 


C’est pourquoi (7) se met sous la forme 
. I 
[un < max lie is gg max Lai (9) 


4. Critère de bon conditionnement d’un problème aux limites à coefficients 
constants. 


THÉORÈME. Pour que le problème aux limites 
QUy-1+OUn+Cuny = fs O<n=<N, l 


Uo — F; UN —Ÿ 


(10) 


à coeficients constants soit bien conditionné, il faut et il suffit que les racines q1 
et q2 de l'équation caractéristique 
a+bq+cq® = (11) 


soient l’une supérieure et l’autre inférieure à l’unité en module, c’est-à-dire 
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qu’on ait les inégalités de la forme 
0 (4) 
Bl<l—-s, Ig'l<l--, (12) 


avec Ô une constante positive. 
Si les coefficients a, b, c sont réels, le critère de bon conditionnement (12) 
prend, en vertu de ce que nous avons démontré au n°3 du$3, une forme com- 

mode 
lbl—la+c] 


ENTIER (13) 


La vérification de (13) est immédiate sans qu’on ait à calculer les racines 
q1 et g», d’où sa commodité. 

Pour la démonstration du critère (12) voir n° 6 du présent paragraphe. 

5. Critère de bon conditionnement d’un problème à coefficients variables. 
Le critère (12) de bon conditionnement d’un problème aux limites lié à une- 
équation aux différences à coefficients constants se généralise au problème 


Gnln—1 + but Con = fn O0 < n < N, (1} 
Uo =, Un =Y (2} 
à cœfficients variables à condition qu’ils varient d’une façon suffisamment 
« régulière ». Donnons-en un énoncé rigoureux en supposant que les coeffi- 
cients de l’équation (1) sont bornés dans leur ensemble : |a,| < M, 1b,| -— 
< M, |c,| < M, et qu’il n’existe pas de n tel que les trois coefficients a,, b,, 
CA Soient simultanément petits : 
d, = max{la,l, ib,|,|c,|}> B > 0. 
M et B sont supposés indépendants de N et n. 
THÉORÈME. Supposons que les coefficients du problème (1), (2) vérifienr 
les conditions 
k—1\° k—1 
aa < D), ibe-bii < D| 5, 


Li (14) 


aa < D| DS 0 6-0: 


Pour que le problème considéré soit bien conditionné, il faut et il suffit que les 
racines q1 et Q2 de l'équation du deuxième degré 
da+b,4g+c,g =0, 0O<n<nN, (15) 
soient telles que 
Ü () 
Ql<1-+, Igril<1-, (16) 


O0 = 0 étant un nombre indépendant de N et n. 
Les conditions (14) sont les conditions de régularité des coefficients. Elles 
sont satisfaites si, par exemple, 


an = d(nfN), b,= b(n/N), c;, = c(n/N), 
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a(x), b(x), c(x) étant des fonctions définies sur le segment 0 x = 1 et véri- 
fiant la condition de Hôlder : 


[a(x)—a(x")| < Dix-x|, 
[b(x)— (x)! « DIx-x'}", 
lc(x)—c(x)| <= Dx-x"". 


L’équation (15) est l’équation caractéristique construite pour l’équation 
aux différences 
aus_1+bu;+cus+1 — 0, 


où a, b, c sont constants et coincident avec les valeurs des coefficients varia- 
bles a,, b,, ©, pour n fixe, 1.e. a = a,, b = b,, c = cs. 

Dans le cas des a,, b,, c, réels, en vertu du n° 3 du $3, on remplace (16) 
par la condition facile à vérifier 


LARLATA | 
Baie fe, 
où 0 ne dépend pas de N et n. 

Pour la démonstration du critère (14), (16) ou (14), (17) voir le para- 
graphe 6. Nous y démontrerons également qu’on ne saurait ignorer les condi- 
tions de régularité (14). 

Notons que si |a,+c,l = ja:!+;jc,l, la condition (17) coïncide avec 
la condition (8) et assure le bon conditionnement du problème sans assujet- 
tir les coefficients à être réguliers et réels. 

6. Justification du critère de bon conditionnement d’un problème aux limi- 
tes à coefficients constants. Démontrons le critère de bon conditionnement 
du problème aux limites 


au,-1+bu,+cu,.1 = fn 0 < n < N, l 


Uo — 9, UN — ŸY, 


(10) 


que nous avons énoncé au n° 4. Nous disons que pour que le problème aux 
limites (10) soit bien conditionné, il faut et 1l suffit que les racines de l’équa- 
tion caractéristique 

a+bg+cq® = 0 (11) 
satisfassent aux inégalités de la forme 


( 1-<., (12) 


L # U 
I. <1i-—, 


Ü étant une constante positive. 


SUFFISANCE. Mettons la solution du problème (10) sous forme de somme 
de deux fonctions définies sur un réseau en posant 


Un = Üntüns (18) 
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où {%,} est solution du problème 


aGün-1+büntCüi11 = 0, 0O<n<N, | (19) 
Uo —P, UN —Y 
et {%,} solution du problème 
Gün-1+bün+ Cüns1 = fn O<n<N, (20) 
Üo = 0, ÜN = (. 


La solution du problème (19) est de la forme 4, = Ag}+ Bqï, À et B étant 
définis par les conditions üo = y, ün = y: 


= p-va;" PPT n-N 
D, = PR que PUR Gp, 21 
TG AT Ter À ) 


En notant 1 —Ü/2 = p, on déduit de (21) : 
max (0", 0") 


(lat 2 PL max (pl, ip). (22) 
Quels que soient N > 2etn = 0,1, ...,N, on a donc 

= 2 4 — 

als TS max (lp, ip) = 5 max (gi, Iyi). (23) 


Pour N et N—n suffisamment grands, le coefficient de l’inégalité (22) est 
aussi petit qu’on le veut. Ainsi, lorsque nr = 6/0,N —-n = 6/0,ona 


[1-97 < 67 


On a utilisé en l’occurrence l’inégalité connue 


(hf <peee 


avec a = 2/0, b = 2. Donc 


max (e”, pY—n) 4 3 | En 
I | T-@,X * 10 


de sorte que (22) fournit pour n = 6/0, N—n = 6/0 
: 1 | 
(al <- max(lpi, lp). (24) 


Evaluons la solution {3,} du problème (20). Mettons à, sous forme de 
somme 


d,,=urtun 0e<n<nN, 
des solutions du problème 
J, m 0O<n<nN, 


25 
0, n<0 ou r7>N, G5) 


aur-1 + bun+Cus;1 = 
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et du problème 


aun-1+bu,+cuss1 = 0, 0<n<N, | C6) 


CEE * , e 
Up = —Ug, UN = —UN. 


La solution bornée {u;} du problème (25) existe, est unique et vérifie l’esti- 
mation (15) du 63 : 
: 16 
juil 2 max | fl (27) 
avec B = max(|a|, |b|, ic}). 
En particulier, 


. 16 
lui < -25x max | al, 

(27°) 
[un | <= B0° Er fm. 


On évalue la solution {4,} du problème (26), qui est un analogue, d’après sa 
forme, du problème (19), en utilisant la formule (21) et l’estimation (23), où 
g et y font place respectivement à —u5 et —un: 


"_  ? à à e 
VAR y MAX (lu |, [un ). 
Tenons également compte de (27°) : 
; 64 
lun] < 57 max fl. (28) 


Regroupant les estimations (27) et (28) et vu que 0 < 2,ona 


ES max | fn. (29) 


PA SC Rer-7-C B6 


Pour la solution {u,} du problème de départ, on obtient donc en réunissant 
les estimations (23) et (29) : 


| . . 128 4 1 
ul + lle max {nl + max (iœ:, | pl). (30) 


L’estimation (30) garantit le bon conditionnement |u,| < M max(|g|, 
ly:, max | f,;), M étant pris égal à 


128 
+ 


M = ss 
Si n > 6/0, N—n = 6/0, on améliore l'estimation (30) en utilisant non 
pas (23) mais (24) : 
| 128 l 
nl max |fnl+ max (pl, y) (31) 
ou 
es dl | , 
Un] < Mi max ifn.+ max (|p|, Ipi), (Gr) 
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M1 dépendant seulement de 0 et B et étant indépendant de N. Nous nous 
servirons de l’estimation (31) au $6. 


NÉCESSITÉ. Notons, pour commencer, que si les conditions (12) ne sont 
remplies pour aucun 0 positif, les racines de l’équation caractéristique 


P(g) = a+bqg+cg° = 0 
sont de module inférieur ou supérieur (ou égal pour une racine) à l’unité 


Digil<e<1, Igl<e<1, (32) 
2)Iml-e-1l, :œml-ez-l1, (33) 
3) Igil = 1. (34) 


Montrons que dans les trois cas 1l n’y a pas de bon conditionnement. 


Construisons à cette fin des fonctions {u,} telles qu’elles soient solutions d’un pro- 
bième de la forme 


au,-;ithut CU = fn 0<n<N, | 5) 
lo = Uy = 0 
et qu’on ait les inégalités 
max ul > My max PAR (36) 
MX étant une quantité qui croît indéfiniment pour N — «. 
Considérons le cas (32). Supposons, pour fixer les idées, que g1 # g- et posons 
_ Jai, 0O&<n<N-1, 
LE 0, n=N. 
Alors 
max [u,| > fui = |Q1—@el > 0. (37) 
Le second membre {/,} du problème (35) est 
0 sin <# N—1, 
JÎ, = au, +bu,+cu,,: = Le din . N-1. 
D'où 
max |, | = fil ee 21cl pf. (38) 


Comparons (37) et (38) ; nous voyons qu'on doit poser dans (36) 


21cio" ge 
de sorte que M, croit exponentiellement avec N. 
Le cas (33) est analogue à (32). 
Si l'égalité (34) est vraie, on pose 
u, = q sin O<n«N. 


N L 
Evidemment, 


tt 


max [u,| > —. (39) 
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! fl s'évalue par 

. AT 
TAPIE C RCE | Cart-3+ bte) sin + 


(n—1)x7 . nx ) ( . (n+1l)z . NT 
+ aq} (sin = N sin N +cgi"'isin N sin N 


= |an( (sin (n— IE ein in D) + cat (sin + De .- 


. nt T 
—sin ss | <(lal+ic) . (4) 


Les inégalités (39) et (40) entraïinent (36) si 
N 
Xjal+ich " 


Le problème n'est donc pas bien conditionné si l’on comprend par bon conditionnement 
l'indépendance de M par rapport à N dans (5). 

7. Problèmes aux limites généraux pour des systèmes d’équations aux différences. 
Le problème (1), (2) est le ben aux limites le plus simple pour une équation du 
second ordre. 

Enonçons (sans démonstration) les conditions nécessaires et suffisantes de bon condi- 
tionnement des problèmes aux limites généraux pour des systèmes d'équations aux diffé- 
rences sur un segment maillé (V. Riabenki, Zh. Vychisi. Mat. i Mat. Fiz. 4, 2 (1964)). 

Le problème aux limites consiste à obtenir une fonction vectorielle {us n = 0, 1,2, 
3,....1/V, vérifiant les conditions 


ke 


D A nlnté = Jus ko<n<&N-ko, (1°) 


My = 


2, 


%e 
>» us = P, > Burn: = Y. (27) 
{0 {0 


Ici 44, sont des matrices carrées d'ordre m > 1; u,,/, des vecteurs de même dimension; 
æ, des matrices à m colonnes et r æ 0 lignes chacune ; B, des matries à m colonnes et 
s > 0 lignes chacune; g est un vecteur r-dimensionnel donné; y un vecteur s-dimensionne" 
donné. 

Le problème (1’), (27) est bien conditionné s’il admet une solution {z,} pour 
{fa}, P, y arbitraires ; de plus 


max Hull << M max {pit Ip, max JEAUE 


M étant indépendant de N. 
Nous ferons l'hypothèse suivante sur les coefficients 4,,, : 


Ain = AS). 
avec 4.(x) une matrice définie sur le segment 0 & x «& 1 et vérifiant sur ce segment la 
condition de régularité 
ILAx)— 4x) & Dix-xl, D>=0,w=>0. (14°) 
Supposons ensuite que 
d(x) = max || A(x)|l > 8 > 0. 


Avec ces hypothèses restrictives faites, pour que le problème (1”), (2”) soit bien conditionné, 
il faut et suffit que soient remplies les trois conditions ci-dessous. 
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ty 


1° De toutes les racines u et » des équations 


kg 
det D Axye** = 0, 


[4] 


Le 
det D Aix" = 0 


&= te 


aucune n'est égale à 1 en module, et chaque u et » vérifie l’une des quatre inégalités sui- 
vantes : 


0 0 

lul< 1, rl<1-s, 
0 0 

II < 1, DA 


où 0 = Oest indépendant de x. 

2°, La dimension r des matrices &, est égale au nombre de racines # de module plus 
petit que l’unité et la dimension s des matrices £, au nombre de racines » de module infé- 
rieur à l’unité. 

3° Parmi les solutions {u,}, n > 0, du problème 


k 
D AxOuyzz = 0, KoÆn<o, 


tb, 
22, 
5 au = 0 
{0 
et parmi les solutions {u,}, n < N, du problème 
ke 
SO Alunsx = 0, —-o<nes N-ko, 
4h 


2ke 
D Bity-s = © 


{0 


il n'y a pas de solutions bornées = 0. 

La dernière condition peut s’écrire comme la non-nullité de certains déterminants dont 
les éléments sont indépendants de N. 

Ilustrons le critère énoncé sur l'exemple du problème 


Oum — 2 +ünzy = fn 0<n<N, 
WU ŒMo =, Ur—-Pux-1 = Y, 
œ et B étant des nombres ; m = 1,r = 1,s = 1, k, = 1. Les racines des équations 
O—2u+u=0 et 0-»-2r+1 = 0 
sont 
H1=O0, u=2, v1=1/, (vs =0o). 

Aucune d'elles n’est égale à 1 en module, d’où la condition 1°. 

La condition 2° est remplie elle aussi. En effet, le nombre de conditions scalaires aux 
deux extrémités est r = s = |, ce qui cest le nombre de racines « et » ayant un module plus 


petit que l'unité. 
Etablissons pour quelles valeurs de « le problème 


Oui 2 +4 = 0, n> 1, | 


lo Uy = 0 
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ne possède pas de solutions bornées non triviales. La forme générale de la solution du 
problème 
Ou; —2us+uns, = 0, n> 0, 
est 
U, = Citons, n>0, ui= I. 


La condition |#,| -= const donne c. = 0. C'est pourquoi 


, c\ sin= oO, 
Un = Cyli = 
d “ils O0 sn=> 0. 
Compte tenu de œuo—u, = 0, nous voycns que pour & # Oil n’y a pas de solutions non 
triviales et qu’il y en a dans le cas contraire. 
Etablissons pour quelles valeurs de f le problème 


O.u,_,-2u,+u,;, = 0, n=<N, 
uy—Buy_1 = 0 


n’admct pas de solutions non triviales bornées pour 1 —>— +. La solution générale du 
problème O:u,_,-—2u,+u,,, = 0, n < N,est u, = ciri” = Ci(1/,)7" = c,2*. Cette solu- 
tion est bornée pour n —- — . La condition aux limites u, —-fux_, = O permet de con- 
clure que 


C12* — Bc,2*-1 = C2 -1(2—f) = 0 


et la solution non triviale c, # 0, n’existe que pour f = 2. 
Ainsi, le problème aux limites considéré est bien conditionné quels que soient a # 0 
etB # 2. Si æ = Oet B = 2, le bon conditionnement n’a pas lieu. 


Exercices 
Le problème aux limites aux différences 


aus +bunt+CUs =, O0O<n<N, 
Uo— QU =, Ux-1—Bux = y 


sera dit bien conditionné s’il n’admet pour chaque N qu'une solution et une seule 
et si les nombres uo, 1, ..., Uy COnStituant la solution {u,} vérifient l’inégalité |u,,| < 
<Mmax(igl.ly|, max]/,1), M étant indépendant de N. 

LL. 


1. Si l'équation caractéristique a+bq+cq° = 0 a ses deux racines q1, g- inférieures 
(resp. supérieures) à 1 en module, le problème (*) ne peut pas être bien conditionné. Dé- 
montrer. Supposer, pour simplifier, qg1 # Q2. 

2. Si au moins l’une des racines g1, g- de l'équation caractéristique a un module égal 
à l’unité, le problème (*) ne peut pas être bien conditionné. Démontrer. 

3. Silqil < 1,1g.l > 1, mais 


(°) 


l—aœg = O ou 1-—fgq: = 0, 


le problème (*) ne peut pas etre bien conditionné. Démontrer. 

4. Le problème (*) est bien conditionné si et seulement si |g1| < 1, 1qg»l > 1 et si 
1— «g, # 0, 1—Bg2 # 0. Démontrer. 

S. Le problème à coefficients constants (complexes) 


au,_1+bu,+cus1 = n=0, +1,..., 


et avec un second membre périodique quelconque 


fn+x = fr 


4— 20013 
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admet pour tout N une solution périodique {u,}, 4,47 = u,, évaluée par 


lu,l << M max|/f,|, 
A 


M ne dépendant pas de Net de {/,} si et seulement si aucune des racines de l'équation 
caractéristique a+ bq+cq° = 0 n'est égale à l’unité en module. Démontrer. 


SS. Balayage 


1. Description. Décrivons une méthode simple et commode de résolution 
du problème aux limites aux différences de la forme examinée au $4 : 


Aün-1 + buln+ Coln1 = fs 0 < n < N, | 
Uo = ®, Un = VY. 


() 


Il s’agit d’une variante de la méthode d'élimination des inconnues, qui s’ap- 
pelle méthode du balayage. 
Ecrivons l'équation # = œ du système (1) sous la forme 


Uo = Liui+ Kipss 
où Lu, = 0 et K1y, = g. Eliminons 1 de l’équation 
Giuo+biu1+ Cie = fa 


correspondant à n = 1 dans le système (1) et utilisons à cet effet l'égalité 
uo = Lajui+ Ki. Ecrivons le résultat sous une forme résolue en 1 : 


li — Layjua+ Ki. 
en notant 


TC ap—f 
La}, —_ Fe , Ki, — =. 


Utilisons u1 = La.tto+ K3, pour éliminer w, de l’équation 

au + bous+ cous = fe 
correspondant à # = 2. En explicitant on a 

Uo = Lsyu3+ Ki, 
On peut poursuivre le processus d’élimination décrit pour n = 3, 4, ... 
Portons 

Un-1 = Lay Unt Kai, 

dans l’équation 
Qün-1+Dalnt+ Cn+1 = Îns 

il vient 
—C La GK y, 


= b,+a,L. 1, UntiT b,+a,L 


7—1/s 
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Les coefficients des relations 
Un = Lytuyln+1+ Kn4, 
obtenues par élimination se calculent donc par les formules de récurrence 


— Cn 
MURS ZT" TS 
nf; > 
K » Ja ak 14, ( ) 
ave b,+aL,_1, | 


La dernière des relations ainsi obtenues est de la forme 
un_1 = LN-yun+ AN y 
Comme un = y, il est possible de calculer 4x1 : 
ux-1 = Ln-a,p+ Kn-1, 
un, Un_3 et suivants sont définis par les égalités 
Uno = Ln-s.un-1+ KN-3/., 
uns = Lu-cux-2+ KN-5,., 


et ainsi de suite, et le processus s’arrête avec u1. 

Résumons en bref l’essence de la procédure décrite. 

On calcule les coefficients L,417,, Kn+17. dans l’ordre de croissance des nu- 
méros (balayage en sens direct) à l’aide des récurrences (2), L:,. = 0 et 
K1y. = q étant donnés. 

Puis, toujours par récurrence, on calcule les inconnues z, dans l’ordre 
de décroissance des numéros (balayage en sens inverse ou par remontée) 
d’après les formules 


UN — Y, | (3) 
nel oadkur RENNES. 1. 


Notons que le calcul par balayage de la solution #0, u1, ..., un du sys- 
tème (1) à N+1 équations exige des opérations arithmétiques excédant un 
nombre de fois fini le nombre d’inconnues. La résolution d’un système li- 
néaire de N équations à N inconnues par élimination coûte généralement des 
opérations arithmétiques en nombre de l’ordre de N5. Or, en utilisant les 
caractères spécifiques du système (1) on a réussi à le résoudre par balayage 
au bout d’un nombre moins important d'opérations arithmétiques. 

Nous allons montrer plus bas ($7) qu’en résolvant par la méthode du 
balavage le problème aux limites (1) vérifiant l’une des conditions de bon 
conditionnement indiquées au $4 : 


bal [anl+'cui+d, à > 0. (4) 
ou 


b,1—-1a.i-1c,! 


Poele 0=0, d;, = max(la,i,|b,i.lc,l) > B > 0, 
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ou encore 
lb, |[—|a,+c,| 
lb,l+lal+lcl >0 +0, dn : % 


k—1|° | , k—1 
; bx—bii <D\— 


Ag — ai] & D\ + 


a D >0,w=-0 


|Ck— ci! <D 


les expressions b,+a,Lh-1. par lesquelles on divise ne s’annulent pas et les 
erreurs de calcul ne s’accumulent pas et ne conduisent pas à des erreurs sur 
la solution qui croissent avec N. 

Ces deux propriétés remarquables de la méthode du balayage — un 
nombre faible d’opérations arithmétiques qu’elle coûte et le fait qu’elle est 
peu sensible aux erreurs de calcul — en font un algorithme fort commode. 

2. Exemple d’algorithme numériquement instable. Le problème aux difié- 
rences bien conditionné (1) se résout par divers algorithmes. L’algorithme 
de balayage que nous venons de décrire a l’avantage de coûter peu d’opéra- 
tions arithmétiques et d’être numériquement stable. Voici un algorithme 
plus simple mais qui est numériquement instable et donc impuissant pour 
N importants. 

Après avoir défini Uf = y, U® = 0, cherchons la solution UG = 
= {UD}, n = 0, 1, ..., N, de l’équation aux différences (1). Visiblement, 
on a en général UD 2 y. On se donne UF) = œ, U®) = 1 et on calcule 
la solution U® = { US) qui ne satisfait pas "elle non plus à à la condition à 
l’extrémité droite. Posons 


u, = OUD+(1—-o)U®, n =0,1,...N. (5) 


11 est évident que, quel que soit 5, on a la condition to = q et l'équation (1). 
Choisissons un o tel que 


Un = oUD+(1—-0)USÉ UF = — ŸY, 
1e. posons 
p— UF 


Ce 
US - UF 


et obtenons moyennant la formule (5) la solution cherchée du problème (1). 

Dans le cas d’une machine fictive et des calculs exacts, notre algorithme 
ferait parfaitement l’affaire. Montrons maintenant que sa sensibilité aux 
erreurs d’arrondi pour le problème bien conditionné (1) augmente rapide- 
ment pour N — «., Plaçons-nous dans le cas a, = 1, b, = —26/5, c, = 
= 1], jf, = 0. 

La condition (4) de bon conditionnement étant remplie, la solution exacte 
du problème aux limites aux différences est donnée par 


5" 5n-> _ 5-" 
Un sr ss PT sr 5 = 5 Ÿ (6) 
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En vertu de (5) 83, on a pour VU), UQ : 
U® — + 5n+ + 527, 
n _ 5-7 25 ” 
UE = TE 5r+ [5-5 5-9)|5 | 


Du moment que les valeurs max | U®)} et max |U®)| croissent comme 5", 


les nombres obtenus pour U®, U), N étant importants, dépassent la 
capacité de la machine. Supposons qu’il n’en est rien et que {UM}, {UM} et 
o sont calculés exactement. Supposons de plus que l’unique erreur d’arrondi 
commise € l’est dans le calcul de 1 —o. Conformément à la formule (5) nous 
obtenons alors, au lieu de {u,}, 


{u,+ Au,}, 
avec Au, = EU). 
L'erreur {Au,} pour n - N est de la forme 


Au, = SŸEe 


et, pour l’erreur relative fixe e commise en calculant 1 —0, elle s’accroît rapi- 
dement «en écrasant » la solution exacte {4,} qui reste bornée vu la for- 
mule (6). 

L’algorithme décrit porte le nom de méthode du tir. Des cas peuvent se 
présenter (voir $20) où il s’avère stable et efficace. 


Exercices 


1. Comment modifier l'algorithme de balayage pour calculer la solution {u,}, 
O<n<N, de l'équation aux différences 


Allu1 + baln + Can = fn 0<n<N, 
avec les conditions aux limites de la forme 


Uo— y =, Ux—-Ply-1 = Y 


si x et sont non nuls ? 
2. En calculant la solution du problème 


ln + Balls + Calinsy = ns O0<n< N} 
Uo =, Ux = Y 


on pourrait éliminer les inconnues #, dans l’ordre de décroissance des numéros "1. 
Ecrire les récurrences permettant de calculer les coefficients L k YA des relations 


n+1/,°°n 
de balayage 


Un+i Lun Russes 


n= N-1, N—-2,...,0. 


3. Les cocfficients a, b,, c, de l’équation aux différences étant astreints aux contraintes 
a 0,0, > 0,—-b, > a,+c,+0, montrer que les coefficients de balayage L,_, /, APParUS 
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en résolvant le problème 
Uo = aui+g, O<ax<]l, 


Gln-1 FOnln + Collnts = fn 0O<n<N, 
Ux_ = Puy + 


vérifient les inégalités 0 æ L,_., «& 1. L'influence de ce fait sur l’accumulation d'erreurs 
dans le balayage par remontée ? Est-ce que le dénominateur des formules régissant le 
balayage en sens direct peut devenir nul ? 

4. Quelle variante de la méthode du balayage choisir pour calculer la solution du 
problème précédent si &« = 10, 8 = —0,5 ? Tenir compte de la nécessité d’une division 
par zéro pour obtenir les coefficients des relations de balayage par les formules de récur- 
rence. 


CHAPITRE 3 


JUSTIFICATION DE LA MÉTHODE 
DU BALAYAGE (*) 


86. Propriétés des problèmes aux limites 
bien conditionnés 


Nous allons démontrer le critère de bon conditionnement d’un problème 
aux limites aux différences de la forme 


Gnn=1+ Doln+t Con+1 — În di à | (1) 
Uo =, Un = Y, 


critère énoncé au n° 5 $4, et établir certaines propriétés des problèmes aux 
limites aux différences bien conditionnés, qui nous serviront au $7 à justifier 
l'algorithme de balayage. 

1. Evaluation des solutions d’un problème aux limites à coefficients pertur- 
bés. Considérons un problème du type (1) : 


Gnn—1+ brin Cnünt1 = fm P<N<G, | a) 
Up =,  Ug — Ÿ; 


avec p et q > p+2 des entiers. Le fait de numéroter les composantes de la 
solution de p à g et non de 0 à N'est sans importance encore que commode 
pour l’exposé ultérieur. Les coefficients seront supposés bornés dans leur 
ensemble : |a,|, |b,|, [cul < M1, M1 ne dépendant pas de N et n. 
Admettons que le problème (1”) soit résoluble pour y, y et {f,} arbitrai- 
res, les nombres u,, u,41, ..., U4, Composantes de la solution, vérifiant les 
inégalités 
Un] < M1 max | fn|+ M2 max (1q}, :wi), (2) 


où M et M: sont des constantes positives, M1 > Mo, M1> 1. 
Considérons le problème 


Les 4 


Ann 1+ bnün+t Cnlin41= fus P < NN < q; | 
Up =» Ug — Ÿ. 


() 


(*) La matière du chap. 3 n'étant pas utilisée dans l’expcsé qui suit, ce chapitre 
pcut être omis en première lecture. 
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Sous l'hypothèse des coefficients recevant une perturbation 4,—a,, b,—b,, 
Cr —Cn pas très importante, à savoir 

1 
6M; ? 


(bn—bul < e < (4) 


[du —Qn| < € < 


| Ca — Ca! << <-- 


1 6M » 


le système perturbé (3) jouit des quatre propriétés suivantes : 

1° Le problème (3) admet une solution {4,} pour n'importe quel second 
membre. 

2° La solution {&,} vérifie une estimation de la forme (2), où M1 et M2 
sont remplacés respectivement par 2M1 et 2M: : 


dsl < 2M3 max | f,1+2Me max (pl, ipl). (5) 


3° Les cœfficients “e b,, &, sont évalués " 


al < Mit, Vbl< Mitairs lé < Mit 


ARE TR 


4 Les solutions {u,} et {3,} diffèrent d’une quantité peu importante, à 
savoir 
län—u,| < e[6Mi max | fn|+6Mi1M2 max (|p!, 12), (6) 


La propriété 3° est évidente. Démontrons 2° et en déduisons 1°. Suppo- 
sons le système (3) possible pour certains seconds membres. Fixant ceux-ci, 
notons 

u = Max ;ük 
k 


et obtenons pour y l'inégalité 


u <2M1 max |{fhi+2Me max(œ}i, 'w|). (7) 


A cette fin, mettons (3) sous la forme 
Qnün-1+ Data Caûn+1 = fa+(An— An)ün-1+ (On — Baün+ 
+(Cn— En)lnsxs, 0O<n<N, (8) 
Üo =, UN = Y. 


Cette écriture et les sr (2) et (4) entraînent 
p = Mi(max | f1+ ge &)+ Ma max (pl, 1pD < 


1 


Résolvant la dernière inégalité par rapport à 4 nous obtenons (7), d’où (5). 
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Ï1 découle de l’inégalité (5) que le système homogène correspondant au 
problème (3) et intervenant pour g = y = f, = 0 n’a pas d’autre solution 
que 4, = 0. Aussi le déterminant du système (3) est non nul et le problème 
(3) admet une solution unique pour des seconds membres quelconques. 
Nous avons donc démontré les propriétés 1° et 2°. Il nous reste à démontrer 
4°, 1.e. l’inégalité (6). 

Retranchons terme à terme les égalités (1) des égalités (8), il vient 

ani Uni) + Düa— us) + Coün+1 —Un+1) — 
— (a,—à,)ü 1+(b1—b)ln+ (ca En)ünsa, O = n — N, 
Üo—Uo = O, ÜN—UN = (. 
Appliquons (2) : 


dr —u| = Mi max (dr — Am) m1 + (Em — bm}ümn + (Er — Cm )Ëm +1 LA 


Compte tenu de (4) et (5) nous en déduisons 
An —u4| <= MAO MS max | fon | +3.2M:) max ( FT a | pi}, 


1.e. l'inégalité (6). 
Considérons maintenant le problème produit par une perturbation des 
coefficients et des seconds membres de (1°) : 
Giln—1 + b,ün+ Cnüln+1 En fe P<n<g, (9) 
Up = Ua =. 


On montre que 
[Ga —Un| = e[(6Mi max fm + 6M1M 2 max (€ , ÿ° 1] Ka 


+ Moemax(S-g, ÿ—y')+Mimax'f,—fm. (10) 
nt 
La démonstration d’après le schéma suivant se fait aisément. 
Modifions les seconds membres en conservant les coefficients. Moyen- 
nant (2) nous constatons que chaque , varie d’au plus 


Mi max fm fm\+ Me max ( T — - ÿ—wy:). 
m 
Perturbons ensuite les coefficients du système ainsi modifié. Nous constatons 


qu’en vertu de la propriété 4”, les composantes u, reçoivent une perturbation 
supplémentaire ne dépassant pas 


e[éMi max | fni+6M1M: max (5, #)] 
ce qui conduit à l’estimation (10). 
Forts des conséquences décrites de l’inégalité (2), nous en déduisons 


encore une : supposons que pour un certain À > 0, p+i < n <= qg—}i, les 
solutions du système (1) sont évaluées par 


[uni < Mi max |f,,+ M: max (ig , wi). 
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La solution du système perturbé 
Gnün-1+ bah + Crün+1 = fn pP=<n<q, | 
Up = Y Ua = Y, 
vérifiant les conditions 


| æ î 1 2 2 | 1 
|Gn— Qn,s ba—bu!, fén—Cnl < 8 < 537% <> (11) 
æ 1 


satisfait, dans ces mêmes conditions p+ À < n < qg— À, à l'inégalité 
à », | 
nl < 2Ma max | fnl+ (M4) max (gl, lyl). (12) 


Pour nous en assurer, définissons une fonction discrète auxiliaire {v,} 
comme solution du système 


Antn1 + Dn0n+ Codn+1 —_ O, P=<n<g, | 
Ch = Ps Va — Y. 
Lorsque p+i<n-<qg-},ona 
Val < Ms max (Ig|, [yi). (13) 
Evaluons |%,—v, moyennant l'inégalité (10), d’où il résulte, compte tenu 
de (11), 
| x — nl<e[6 Mi max | fni+6M1Me2 max (|ç!, pi} É 


+Mi max fn, + max ([gl, ipl)+(1+ M1) max | fh| < 


_ max(|g!, |wl)+2M1 max | f'. 


Vu l'estimation (13), il en découle de suite l’inégalité (12). 


REMARQUE. Soulignons que la quantité & de (4) limitant la perturbation 
des coefficients du problème initial de façon que celui-ci reste possible, ainsi 
que les coefficients de l’estimation (5) de la solution du problème perturbé 
et ceux des inégalités (6) et (10) évaluant l’écart entre la solution du problème 
perturbé et celle du problème de départ, dépend uniquement des coefficients 
M1 et M: de l'estimation (2). Les valeurs effectives des coefficients de l’équa- 
tion aux différences et le nombre g —p+ 1 de points ne sont pas importants 
en eux-mêmes : ils n’influent que par le truchement des constantes M. et 
M: vérifiant l’inégalité (2). 

2. Démonstration du critère de bon conditionnement. Au n° 5 $4 nous 
avons formulé le critère de ton conditionnement du problème (1), les coef- 
ficients étant supposés réguliers : 


() Uk] 
U, Ibk-bil < D 


Ck=1i 
N° 


| k—1 
Ax— A, = D | FINE 


(14) 


Ck—C =D D>0, w>0, 
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dans les conditions 
d, = max(|a,|, |b,i, |c,|) > B > 0, l 
[al < Mi, b,l < M1, [Cal < Mi. 


Sous les hypothèses (14) et (14’), le problème (1) est bien conditionné si et 
seulement si les racines de l’équation du deuxième degré 


An+brq+ Cng° = 0 


(14) 


vérifient les inégalités 
0 9 : 
Iqi<l--, Igil<l--—, (15) 


avec 0 = 0 indépendant de Net n. 

La nécessité se démontre à peu près comme on l’a fait au n° 6 $4 pour le 
cas des coefficients constants. Nous passerons donc outre. 

On démontre la sufisance en recourant au critère de bon conditionne- 
ment (15) (voir n° 484) du problème aux limites aux différences 


auy-1+ bun+ Cu 1 — /n <n< 4, 
é H=f . P q l (16) 
Up — ®; Ua — Ÿ 

à coefficients constants, où p et q, qg > p+2, sont des entiers quelconques. 
A la différence du $4, nous numéroterons les composantes de la solution 
{u,} non pas par n = 0, 1, ..., N, mais par n = p, p+1, ..., q, ce qui est 
d’ailleurs sans importance. Le ‘problème (16) admet toujours une solution, 
de plus, quels que soient », p « n = q, on a l'estimation (30) $4 : 


Qu,| < Mi max | fn|+ M2 max (Ip|, [py}, p<n<g, (17) 


et pour 7, p+ —<n< q—+, l'estimation (31) $4 : 
[ul < Mi max | fn|+ M2 max (Igl, [yl), (18) 
où ” 
=, me, moi 
Choisissons € en posant 
e = NE (19) 


N sera supposé suffisamment grand pour qu’on ait 
Di 
D “NO 


Passons à la démonstration du bon conditionnement du problème (1). 
Considérons à cette fin un problème aux limites de la forme 


Anln-1+ Daln + Conz1 = fnsP < 1 <, | 
Up — 3 Ua = Ÿ; 


Y/w 


N>-$ (20) 


(21) 
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p et q étant des nombres fixes quelconques, 0 = p, g <= N, q > p+2. Dans 
le cas particulier p = 0, qg = N, ce problème coïncide avec (1), et il s’obtient 
en général de ce dernier par « troncature », à savoir en éliminant les équa- 
tions pour n <p et n = q et en définissant «, et u,. Montrons que pour un 
N quelconque vérifiant la condition (20) le problème (21) n’admet qu’une 
seule solution pour des seconds membres arbitraires et que les nombres 
{u,}, p < n < q, satisfont à une estimation de la forme 


[ul < M max (l#b [p|, max . ml) (22) 


avec M une constante dépendant de B, 0 et indépendante de N, p, q. 

Discutons les cas g—p = 24/0 et q—p = 24/0. 

Si g—p < 24/6, les coefficients du problème (21), où k et / sont quelcon- 
ques, p < k, [| = q, vérifient, en vertu des conditions de régularité (14) et 
vu que N est, conformément à (20), suffisamment grand, les estimations sui- 
vantes : 

24 |® 
ON | bi 


N 
Ibk—bil <E, oCx—ci <E. 


k—1 
| Lu 
[ax — ar <D| N 


e nie 
< D} #2 < D 


Ces coefficients sont « presque » constants et ils s’écartent d’au plus € 
des coefficients du problème (16), où on a pris pour 4, b, c respectivement 
Gp+1s Pp+1s Ch+1. La Solution du problème (16) est évaluée par (17). Le nom- 
bre & est choisi d’après la formule (19) conformément à la condition (4). 
La solution de (21) peut donc être évaluée par l’inégalité (5) : 


256 8 | 
[u | < gg Max l/ml+ 7 max (lp , [p1). (23) 


Plaçons-nous maintenant dans le cas g—p = 24/6, en particulier p = 0, 
g = N. Supposons que pour certains g, y et { f,.} fixes 1l existe une solution 
{u,},p <n <= q.Formons une suite d’entiers p = No<N1<...<N,=9q 
telle qu’on ait 


À & Nine < +. (24) 
La solution du problème à coefficients constants 
AUn-1 + DUnt Uni ns Nx-1 < n < Nes, | (25) 
Ne — Pr VNau — Ps 


a — GX; b = bn, C— CN» 
vérifie pour n = N,, en vertu des inégalités 


6 6 
Ne-1+ 7 < Nr < Nyyi——, 
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l'estimation (18) : 
jun,| < Ma max | f,|+ Mo max (gl, lp), 


avec 
_ 128 , _ 1 
pe MES 
Le problème 
Onttaa + Pat t Eniner © Je Nes << Nr | (26) 
UN — Pks UN — Ÿk 


peut être considéré comme perturbation du problème (25), l’écart entre les 
coefficients de (26) et ceux de (25) étant, en vertu de Nr,1—Nr-1 < 24/0, 
au plus égal à €. Nous pouvons utiliser l’inégalité (12) évaluant la solution 
du problème perturbé. Lorsque n = N,;,ona 


uni < 2M3 max |fui+ (Mi+—) max (lun. |, lim |) < 
< 2M; max fml+ + max (lun, _.l, lun, D). 


Par conséquent, 


max Lux! + 2M1 max |f,1+ max [lpl, Iyl, max lun,|] < 
m ss 0O<k<r 


0O<k<r 
| ] Ù 
< 2M 1 max | fni+- max lunil+ > max(lg,, |yl). 
m = O0O<k<r 
D'où 
max [un,| < 4M1 max |f,1+ max (ll, lyl). 
O<K<?r m 


Trouvons maintenant, pour n arbitraire, ses deux limites N4-1 et Nes et 
servons-nous de l’estimation (23) : 


Un] es 2M; max | fnl+2M 2 max (lun, ! lun, D = 
< 2M; max mi + 2M [M max | fn + max (lg, y] LEE 
<(2M1+8M1M>2) max | fnl+2Me max (ll, |yl). (27 


En vertu de (23), l'estimation (27) obtenue pour g—p = 24/0 reste valable 
pour g—p = 24/0. Le problème (21) est résoluble pour des seconds membres 
quelconques puisqu’il découle de (27) que, lorsque o = y = f, = 0, le pro- 
blème n’a d’autre solution que 0. 

Ainsi, nous avons démontré que dans les conditions de régularité (14) 
et sous les hypothèses (14), la condition (15) constitue le critère de bon con- 
ditionnement du problème (1). 

L'exemple ci-dessous montre qu’on ne saurait ignorer les conditions de 
régularité (14). 
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On vérifie aisément que le problème aux limites sous forme de différences 
Qnn-1+dnnt Crünz1 = 0, 0O<n<N, 
uUo = 0, un = 0, 


oùda =1,b,=(—1).c, = 1 et N = 6N:;, admet pour tout N. entier natu- 
rel une solution non triviale 


L] MT L] L 2 
sin —— sinest pair, 


6 
Un = 
IUT . . . 
— COS y A si rn est IMpPaIr. 
Ce problème n’est donc pas bien conditionné quoique 
b,1—1a,+c,l 1 _— 
Tltialsler 3? [al = 8,1 = {cl = 1, 


1.e. 
. 1 ee I 
Di <l-—, lg", < 1. 


3. Propriétés des problèmes bien conditionnés. Nous avons obtenu au $4 
et au n° 2 du présent paragraphe certains résultats sur le bon conditionne- 
ment du problème (1). Enonçons-les de façon que nous puissions nous en 
servir en étudiant le balayage au $7. 

Pour que le problème aux limites aux différences (1) soit bien conditionné, 
il suffit qu’il vérifie l’un des trois critères suivants : 

premier critère : 


bal = |Gal+]cnl+0, dd 0; 
deuxième critère : 


bi-lal—1c, 
ES EME TCA 0e 0, da — Max (la, LAF [Cal) > B- 0; 


troisième critère : 


1b,1—-|a,+c,| 


Eee >0->-0, M>d,> B=>0, 


les coefficients étant supposés réels et remplissant les conditions de régularité 
(14) : 
| e 


9 


la—ai < D| ST 


[bk—ùd1 < D 


Ici < D| ire D 0, w=>0. 


A condition de vérifier l’un quelconque des deux premiers critères, le 
problème (1) est résoluble pour N = 2 quels que soient les seconds membres, 
et 1l l’est pour tous les N suffisamment grands et pour des seconds membres 
arbitraires s’il satisfait au troisième. C’est également pour ces N qu’il existe 
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une solution de tous les problèmes aux limites «tronqués » de la forme 
(21). 

La solution {4,} du problème originel et les solutions {v,} de tous les 
problèmes « tronqués » sont évaluées par 


[u,l < Mmax(ig!, |yl, max|f,i), p<n <q, 


avec M indépendant de N, p, q. 


$7. Justification de la méthode du balayage pour des problèmes 
aux limites bien conditionnés 


Nous sommes maintenant parfaitement armés pour aborder l’étude de 
la méthode du balayage décrite au 85. Soit à calculer la solution du problème 
:ux limites sous forme de différences 


Anln-1+bunt Con = f} 0 < nn < N, 
Uo —= ®; Un —= y, (1) 
LAR [b,|, LA < M. 


Nous supposerons que ce problème et tous les problèmes qui s’en obtiennent 
par troncature 
AGnn-1+ bnlin+ Caln+1 = fn PER< 4; l 
Up — Ps Ua —= Y, 


admettent des solutions {u,}, les seconds membres étant quelconques ; de 
plus 


jus! << M max LA |yl, max fm): (2) 
Nous allons utiliser le fait qu’en vertu des estimations (4) et (5) du n° 1 
$6, le problème aux différences à coefficients perturbés 
Gain + ballat Chün+1 = f» 0 <n <= N, 
Uo = œ. üN = y, (3) 


ps , I T + 1 
[Ga —@n;, bn — Dal, | Cn—Cn| a E < ‘CM 
ainsi que tous les problèmes obtenus par troncature de (3), admet des solu- 
tions {Z,} pour des seconds membres arbitraires ; de plus 


[änl << 2M max (is LP max fm). (4) 


1. Evaluation des coefficients de balayage. Nous montrerons qu’en cal- 
culant les coefficients de balayage nous n’aurons jamais à diviser par zéro, 
et nous obtiendrons des estimations de ces coefficients qui soient valables 
pour le problème initial (1) aussi bien que pour le problème perturbé (3). 
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I1 suffit pour cela de nous limiter au problème perturbé puisque le problème 
de départ en est un cas particulier (pour € = O). 
Examinons le système tronqué 


Gnün_1 + Drûn+ Cnlln41 = fn (à < NN — Î, | 
Üo—=%, = y, 


qui admet une solution, et trouvons à/-1. Les formules de Cramer pour les 
solutions des systèmes d'équations algébriques linéaires entraînent que à;-: 
s’obtient comme 


1-1 
Ga = Ly+ S Afitilog = Lü+K, (5) 
si 


avec L et À; ne dépendant que de &,, b,, &.. Vu l’estimation (4) qu’on a pour 
p, y, { fn} arbitraires, il en résulte pour g = 0, f; = 0, y = 1, 


L' = TEE < 2M 
et 
K° = üy_\, < 2M raax (ig: max Jm:) 
mt 


pour y = y = 0. | 
Il est commode d'indicer L et K par /—1/: et d’écrire comme suit les 
relations et inégalités obtenues : 


By = Lima üi+ Kiss 
[La <2M,  Ki-y,l < 2M max LE max fm). f (6) 


En décrivant le balayage au $5, nous avons abouti à une relation analo- 
gue. Les formules de Cramer (5) montrent que L;_1,. est défini de façon uni- 
que en fonction des coefficients &,, Pr € et que Ki-1,. l'est en fonction de g, 

Îns Ans Ons En (0 < n < 1). D'où la coïncidence de Li-1,,, Ki-17, et des coeff- 
cients de balayage obtenus au $5 et pour lesquels nous y avons écrit les 
formules de récurrence 


Li. — 0, Ki. — 


ff = 1.K 4 
à ; Ki+1 = A ki D eat () 


Lis = —— 
TE h-àl,, B+aL 


1—/, 

11 va de soi que la dernière affirmation n’est juste que si les formules de 
récurrence ont un sens, i.e. si aucun des dénominateurs y figurant ne s’an- 
nule. 

Démontrons que les dénominateurs répondent à cette condition. 

Supposons que les formules (7) permettent de calculer 


L., L:,., ... Li-a,., 
F dis] 
Ki.) Ke) ….. Ki-17. 
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et testons-les en ce qui concerne L;:17., Kr:17.. Pour cela 1l suffit de montrer 
que 


bi+ Li, | > Si : (8) 
Considérons le système 
üo = 0, 
did 1 + biü,+ Cia = 0, i=1,2,...,1—1, (©) 
Gui + bri+ Eisi = 1, 
üi+1 = O, 
dont on sait qu’il admet une solution. Les / premières équations (homogènes) 
impliquent &-1 = Li-1,ür, et la condition (4) entraîne || <2M. Il 
s’ensuit de l’unique équation non homogène du système (9) que 
(&Li-1,+ bnür = 1. 
Donc 
I 


—— « 2M, 
bi+&L;_,| 


ce qui démontre les estimations (8) et (6) et prouve en même temps que les 
formules de récurrence (7) ont un sens. 

2. Influence des erreurs d’arrondi sur le résultat. Résolvons le problème 
(1) par la méthode du balayage. Lors des calculs effectifs, on commet à 
chaque pas des erreurs dues à l’arrondi. Le calcul réel se fait donc selon les 
formules 

Li}, = 0, Ki. = P+éis 


Li4s;. = ZE 56 the Fr 1, 2, .. N-—1, 
Ji &kK,_; ; 10 
Kia, = PAREIL [= 1,2,...,N-—1, (10) 


UN = YHFVN, 
= Lisigisit Kia +vrs = N—1,N—2,...,1. ] 
Supposons que pour toutes les erreurs de calcul on a les estimations 
kil € À, Al < Ô, :v1' < Ô 
avec un Ô suffisamment petit 


SL 
6M°(2M +1) 
Montrons que dans ce cas aucun des dénominateurs des formules (10) ne 
devient nul et apprécions l'influence des erreurs sur le résultat. 
Notons 
Ki, = Ki. Kiss + Vi = Ris. ; [> 0. 
520013 
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Il est évident que le résumé des formules (10) se met sous la forme 


Lis = 0, Ris = P+Xi,s 
(ali, +br)hu, 


Liyiys = — aL, +b, ’ = 1, 2: 3 N—1, 

_ fai, =) _ 
Kraye —= 7 al db  e _—. (10') 
te fi+avi-it(al, + bi) Gas, +31) GR mg [= 1 2, _ N-1, 


&L,_,,+b 
UN — Y+VN, 
= Linipisit Rise l = N—1, N—2, .….. 1, 


et il est pris pour schéma de calcul pour le problème aux limites aux diffé- 


rences 
dla 1 + bnüh+ Chün+1 = ns 0 < n < N, | 


Üo =, Ün = y, 


les seconds membres et les coefficients perturbés étant 


p Eu P+Ai3 
fi = fr+ ami-1+ (ali, + bn) Gars, + vi), (11) 
D = Y+YN, 
di = Gi, b; = by, C = Cali, +. 
Démontrons que 
lä—cil < MOM+ 16 < (12) 


On démontrera par récurrence sur /. Pour / = 1 


al = (@L+b1)au,| = I(@1-0+b1)A2,| < MÔ < M(2M+1)8 < 


Supposons l'inégalité (12) démontrée pour & = 1, 2, , [—1. Pour 
calculer les coefficients L:,,, Lay, ..., Li-1, On utilisera seulement à; = 4j, 
b; = biet &,i=1,2,...,1—1.On peut donc affirmer, en vertu de (6), que 
| Li-1,| < 2M et que, par conséquent, 


l&—cl = |—-(ali-u,+brhau.l < (M-2M+M)ù < Sr 


Le raisonnement par récurrence est terminé. 
ue : I ; . 
Ainsi, nous avons montré que si À « ENG: ma les inégalités 


l £ 1 
rs bn-bal=0< 2, lé-cl < es 


|&n— an] nu (à) BE 6M , 
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et donc les estimations (6) et (8) : 
| Lima ne 2M, 


5 — 1 13 
|&Li-17,+ Bi = [ali +bi| > 35" : (3) 
Le calcul par les formules (10) n’exige donc aucune division par zéro. 


Les formules (11) donnant ÿ, fr, 5 et les estimations (13) entraînent main- 
tenant les inégalités 


Ip—pl < à, Ip—yl< à, 
Lfi—fil < Mô+(M-2M+M)2ô = M(4M+3)ô. 
En effectuant à chaque pas des calculs des erreurs au plus égales à 6, 


ô <— MGM ? NOUS résolvons donc le système à coefficients et seconds 
membres perturbés. 
Ces perturbations sont au plus M°6, où 


M" = max {2, (4M+3)M} 


dépend de M seul, les coefficients étant perturbés d’au plus 1/(6M. 

De telles perturbations des coefficients et des seconds membres détermi- 
nent, comme le montre l’estimation (10) $6, des erreurs sur , qui sont au 
plus M°*°ô, M°° dépendant de M seul. (Si M = N”, alors M° = N*, 
M"** = N', de sorte que l’erreur sur la solution sera N°6.) 

Si M, et avec lui M°*, est indépendant de N et si on effectue à chaque 
pas de la méthode du balayage (le nombre de pas est proportionnel à N) 
des erreurs de l’ordre de à, l’erreur résultante sera au plus const - à. 

Ainsi, l'influence sur le résultat de l’erreur commise à un pas ne croît 
pas avec N, et il en est également de l'influence totale des erreurs faites à 
tous les pas de calcul. 


Cette propriété remarquable du balayage est à la base de sa popularité. 


DEUXIÈME PARTIE 


SCHÉMAS AUX DIFFÉRENCES POUR 
LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 


La deuxième partie du présent ouvrage est consacrée à la construction 
et à l’étude de schémas aux différences pour les équations différentielles 
ordinaires. Nous introduirons les notions générales de convergence, d’appro- 
ximation et de stabilité, notions qui sont essentielles dans la théorie des sché- 
mas aux différences. Le fait de se familiariser avec ces notions relativement 
aux équations différentielles ordinaires permettra, lorsqu’on aura à exami- 
ner des schémas aux différences pour les équations aux dérivées partielles, 
de se concentrer sur de nombreuses difficultés et particularités propres à 
cette classe vaste de problèmes. 


CHAPITRE 4 


EXEMPLES ÉLÉMENTAIRES DE SCHÉMAS 
AUX DIFFÉRENCES 


Les schémas aux différences que nous introduirons dans ce chapitre 
poursuivent le seul but d’initier le lecteur aux notions théoriques fondamen- 
tales. 


88. Notions d’ordre de précision et d’approximation 


1. Ordre de précision d’un schéma aux différences. Ce paragraphe traite 
de la convergence des solutions d’équations aux différences, lorsqu’on passe 
à un réseau plus fin, vers les solutions d’équations différentielles dont elles 
sont des approximations. Nous allons nous borner à deux schémas aux 
différences pour la résolution numérique du problème 


À + Au = 0, 0O<x< I, 
X 
u(0) = b. 


(1) 


Le premier schéma à considérer sera un schéma très simple utilisant l’équa- 
tion aux différences 


u(x+ A) u(x) 


3 + Au(x) = 0. (2) 
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Partageons l’intervalle [0, 1] par des points distants de h. Pour des raisons 
de commodité, on choisit À = 1/N, N étant un entier. Numérotons les points 
de division de gauche à droite de façon que x, = nh, n = 0, 1, ..., N. 
La valeur de u fournie par le schéma aux différences au point x, sera notée u,. 
Donnons-nous une valeur de départ et posons vo = b. L’équation aux diffé- 
rences (2) entraîne la relation 


un = (1— Ah)u,-à1, 
qui permet de trouver la solution de (2) pour la condition initiale #0 = b : 
Un = (1—A4h}ÿb = (1— Ah} r/hb. (3) 


Quant à la solution exacte du problème (1), elle est de la forme (x) = be- 4x, 
Au point x, elle prend la valeur 


u(xh) = be-A%s, (4) 

Evaluons maintenant l'erreur sur la solution approchée (3). Cette erreur 
est en x, : 

Ô(xn) = [( — 4h} —e7 4% ]b. (5) 


Comment décroît ô(x,) avec l’augmentation du nombre de points de divi- 
sion ou, ce qui revient au même, avec la diminution du pas À = 1/N du 
réseau aux différences ? Mettons (1 . sous la forme 


Apr el 
FR A es 
=e fe 2 M) ex . FF —— dogs 
X [1+O(H2)] = 4x4 h Le 6-4, + O(H?). 
L'égalité (3) se récrit donc 
= be-A4+ hb À e- 4x, + O(h?) (3°) 
et 
ô(x,) = hb LT se e—A4x%x+ O(h?) = O(k), (6) 


1e. l’erreur (5) tend vers zéro avec h et elle est de l’ordre de la première 
puissance du pas. 

Ceci autorise à dire que l’ordre de précision du schéma aux différences est 
1 (ne pas confondre avec l’ordre d’une équation aux différences, notion que 
nous avons définie au S1). 

Résolvons à présent le problème (1) à l’aide de l’équation aux différences 


NE D au(x) = 0. (7) 


La résolution est plus ardue qu’elle ne paraît de prime abord. En effet, le 
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schéma considéré est une équation aux différences du second ordre, i.e. 
il faut que soient données deux conditions initiales w(xo) = u(0) et u(x1) = 
= u(h), tandis que l’équation à intégrer (1) est du premier ordre et on ne 
définit dans ce cas que (0) = b. Il est naturel de poser uo = b également 
dans le schéma aux différences. 

Mais comment définir 1 ? Pour répondre à cette question utilisons la 
forme explicite de la solution de (7) (voir $3, formules (6)) : 


. 2 gi 3] [ 
U, —= lU — U,l — 
7 | a aa 1 en 


1 n nl — 
Q2:— Qi a+ G2:— Qi ga] E 


_— Go Ur ,n__ io Ui 8 
Q2— 1 LH G2:—Q ES @) 
où 


qi = VI+ Ahè— Ah = 1— 


qe = (—1)(1+ 4h+ LE) + oh). 


(9) 


Les développements tayloriens (9) des racines de l’équation caractéristique 
permettent de donner des expressions approchées de g? et g2. Etablissons-les 
pour gï : 

gg = qu = po ARE 2E+0H)]"" 


+ In 1— 
= eh 


Puisque In (1+:) = z-— Da O(z!), nous avons 


In [1 4h+ + O(HS)] = — 4h+ + OUR) 
C’est pourquoi 


3 d'arme EP” [+7 LE | + O(H). (10) 


En ce qui concerne g3 nous donnons le résultat tout prêt : 
gs = (—1)etx+O(h7. (11) 
Portons ces expressions approchées de gï et g5 dans (8), il vient 


Geo — Uy n  Gilo— Ur n 
= Pi —— = 
k 92— 41 6 F2: à 92 


= eo li [e ex + e7Axn + 
I2— qi 


+ O(H5)] - LE (—1yfe#+ OH). (12) 


Toutes nos déductions ultérieures se baseront sur cette formule. 
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Notons que si le coefficient — 


G=lo— 


tend pour h — 0 vers une limite finie 


b, le premier terme : q? du membre de (12) tend vers la solu- 


tion cherchée du ME (1). 
Comme 


eA**, n étant pair, 


(— 1} {ex + O(h°)] h—=0 — e4%, n étant impair, 


i.e. ne tend pas vers une limite déterminée, la convergence vers une limite 
pour h — 0 du second terme 


Aa (— 1yfedr + O(H) (13) 


u u 
Per tende vers zéro avec À. 


a lieu dans la condition nécessaire que 
Faisons le bilan. | 
Pour que la solution de l’équation aux différences 


HORDE D + au(x) = 0 


converge vers la solution u = be-4* du problème aux limites (1), il faut que 


Get To LE (14) 
I2— 41 / Ga 41 


N'oubliez pas que nous avons convenu de poser uo = b. Les conditions (14) 
nous donnent une idée de façon dont on peut se donner w1, à savoir il 
suffit que u1 — uo = b pour h — 0. En effet, g1 —+1,g2 — —1 pour h — 0, 
et donc pour h tendant vers zéro 
iloz Us GeUo Ui 
g2— Qi ? 4: 4 
2. Vitesse de convergence de la solution d’une équation aux différences. 
Etudions la vitesse de convergence pour divers choix concrets de u1 = u(h). 
Pour définir u(h) on utilise naturellement le développement taylorien de 
la solution de l’équation différentielle #’+ Au = 0. Etant donné qu’en vertu 
de cette équation «” = — Au, récrivons la formule de Taylor 


u(x1) = u(0)—hAu(O)+ O(h*) = u(0) (1 — 4h)+ O(h°). 


Cette égalité 2 lieu pour la solution exacte de l’équation différentielle. S'i: 
s’agit d’une solution approchée, on tronque ce développement au deuxième 
terme et on pose 


U1 = uo(1 — Ah). 
En se limitant au premier terme, on pose 


U1 — Uç. 
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Dans le premier cas, la valeur initiale u1 est entachée d’une erreur en h°, 
et, dans le second, l’erreur est de l’ordre de A. 

Etablissons la vitesse de convergence dans les deux cas. 

Posons 


uo = D, ui = (1—A4h)b. (15) 
Alors (voir formules (9)) 
Qilo — W1 [1— 4h+ O(H)]b- (1 — Ah)b 


G2— qi oi —2+O(h) = OU 
Aîh° 
ai Su [-1-4- ÿ +oui)]b- (1-46 
Mo—U _ 2 
a > ou 0 AO) 


Compte tenu de l'égalité (12), nous obtenons sans peine le résultat recherché 
un = be-4%+ O(h?), (17) 


qui s’énonce comme suit. Si la valeur initiale u, est donnée avec une précision 
en k?, l’erreur sur la solution sera elle aussi de l’ordre de h°, 1.e. le schéma aux 
différences est exact à l’ordre deux. 

On montre que même en se donnant u1 = be-4* (valeur exacte), la 
précision de la solution sera en k° au plus. Nous conseillons au lecteur de 
démontrer cette affirmation. 

De même, on vérifie aisément qu’en se donnant un wo égal non pas à b, 
mais à toute quantité de la forme b+ O(h®), la vitesse de convergence restera 
d’ordre deux. 

Considérons maintenant le second cas et posons 


U1 = Uo = b. 


Alors 
pe = + Ahb+ OU), 
D RE = b+ + Ahb + OUH?) 
et donc 
un, = RE fe + O(HE] EE (— Ye #* + O(HS)] = 


- [b+ + Ahb+ o(H°)] Le 4x + O(h?)] — 
—(—1} F- Ahb+ o(H*)| [e#*+ O(h°)] = 
Aïn _(— Le 
2 


= be-4%+ 4b _ h+ O(H?). 


Ainsi, une erreur en h sur les données initiales entraîne une erreur du même 
ordre de grandeur sur la solution. 
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Résumons ce numéro. Contrairement au schéma 


der u(x) + Au(x) = 0, 


le schéma aux différences considéré 


ux+h)-u(x—h) 
2 


+ Au(x) = 0 


peut assurer une vitesse de convergence plus élevée, notamment une con- 
vergence avec un reste en h° et non pas en k, comme c’est le cas du premier 
schéma. Pour que le schéma soit exact à l’ordre deux, il faut, pour un % 
donné exactement, choisir un #, tel que son écart à la valeur de la solution 
exacte de l'équation différentielle au point x = xo+h soit de l’ordre de h°. 
On pourrait montrer qu'avec un wo entaché d’une erreur en k* l’ordre de 
convergence reste le même. Une précision de l’ordre de h et plus des don- 
nées initiales n’améliore pas l'exactitude de la solution. 

En se donnant des données intiales affectées d’une erreur en À, on obtient 
une solution avec une erreur du même ordre de grandeur. 

3. Ordre d’approximation. Voyons pourquoi le schéma 

UD 4x) = 0 
s'avère moins précis que 
u(x+h)-u(x— h) 
2h 


Ces schémas diffèrent par les expressions approchées 


u(x+ h)— u(x) u(x+h)—u(x- h) 
—_—————— Ù —— 
h 2h 


+ Au(x) = 0. 


de la dérivée du/dx au point x. Il est donc naturel de supposer que la pre- 
mière expression approchée est moins exacte. En effet, remplaçons u(x+h) 
et u(x—h) par leurs développements pas 


u(x+h) = u(x)+u' Gh+u" (x À ul" (x + + o(hs), 
u(x—h) = u(x)=u' (oh +u" (x) Su" (x) + OR). 
Compte tenu de ces développements, on a 
LS 2 SE u'(x)+u"(x) : + O(A®), 
u(x+h)-u(x—h) _, EN 
a gp M (x)+u°”"(x) + OU), 


1e. la première approximation est exacte à l'ordre un et la seconde à l’ordre 
deux. 
Les exemples examinés autorisent à supposer que l’ordre de convergence 
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des solutions des équations aux différences peut être ramené à l’ordre d’ap- 
proximation des dérivées de l’équation différentielle. 

Or, énoncée d’une façon si générale, cette hypothèse est fausse. Sa vali- 
dité exige que les schémas aux différences soient assujettis à une condition 
essentielle, à savoir à être stables. La nécessité de cette contrainte ressortira 
de l’exemple considéré au paragraphe suivant. 


89. Un schéma aux différences instable 


1. Procédés d’approximation d’une dérivée. Revenons aux schémas aux 
différences pour l'intégration approchée de l’équation différentielle simple 
u’+ Au = 0. Pour former un schéma aux différences approchant cette équa- 
tion il suffit, nous l’avons vu, de remplacer la dérivée u’ par un rapport aux 
différences approximant. Aïnsi, nous avons considéré des schémas pour 
lesquels la dérivée u’ a été remplacée par 

u(x+ h)— u(x) u(x+h)-u(x— h) 


h 2 5h 


11 est évident de même que toute expression de la forme 


ux+h)-u(x— h) 
u x x 


ux+h)—u(x) 
3h +(1 LL u) << 


hi 
approche u’(x). En effet, substituons-y les développements tayloriens de 
u(x+h) et u(x—h) : 
u(x+h) = u(x)+u'(x)h+ O(h7, 
u(x—h) = u(x)—u’(x)h+O(h?). 
Ïl vient 
u a nn h) +(1— y) a _ 


_., QG) + Q)h+ O()]- [u(x)- 1’ (x)h+ O(H?)] + 
ni: 2h 
u) [u(x) + its O(A)]- (x) 
Avec cette façon d'approcher une dérivée, on obtient toute une famille de 
schémas aux différences dépendant d’un paramètre numérique. 

Ce seront des schémas du type 


u PE D + (1 y) + 9e) + Au(x) = 0. () 


+(- = u"(x)+O(h). 


A chaque valeur du paramètre y correspond un schéma déterminé. Au $8 
nous avons étudié les schémas répondant à u = 0etu=l 

2. Exemple de schéma aux différences instable. Soit un autre schéma de 
ce type qui s’obtient à partir de (1) lorsque u = 4 : 


4 CEE ue h) _3 CE + 9 2 + Au(x) = 0. (2) 
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Ce schéma se récrit comme suit : 
—2u(x—h)+(3+ Ah)u(x)—u(x+h) = 0. (2) 

Comme dans les exemples précédents, la solution sera obtenue sur l’inter- 
valle [0, 1] partagé par les points du réseau aux différences en N intervalles 
partiels égaux de longueur À = 1/N. La coordonnée x, d’un point du réseau 
est définie par x, = nh = n/N. 

La solution de pale aux différences s’explicite en 

I n 
A. A ge] +4[-—— Dre A (3) 
q1 et g» étant les racines de Le caractéristique 
—2+(3+4h)9-q°? = 0. 
Calculons ces racines. Nous avons 


= SHARNTE AREA EL 4h42 42h2+ O(H), 


u, = u[ 


 — (4) 
qe = SAME = 2(1+ 4h)+ O(h°). 


Nous allons également utiliser les expressions approchées de gq?, g3: 
g? = [1—4h+0(h°)]" = [1 —4h+ O(h°)F A = 
= e-4in+ 0(h), 


a = P(+ Ak)+O(H)Y = (14 Ah)+ O(h) PA = 6) 
— 2*Vh[e4xs + O(h)]. 
Portons les égalités (5) dans la formule (3), 1l vient 
un = ET [e-4% + (HT [etre + O(H)P2 4. (6) 


2— 


Avant de mettre en évidence la a vers at tend w, pour h — 0, 
nous devons indiquer comment se définissent les valeurs initiales wo et w1 
de la solution de l’équation aux différences. 

Imitons $8 et cherchons la solution qui vérifie la condition u(0) = 
Prenons pour données initiales aux différences uo = b et w1 = b(1— 4h), 
portons-les dans la formule (6) et simplifions séparément chaque terme. 
Nous avons alors pour deux premiers termes à droite : 


G2o— Ur . — Ar, [2+0O(h)]b-—(1- A4h)b 
Q=— — [e on [2+ O(h)]- [1 — O(h)] 
X [e-4%»+ O(h)] = be-4%+ O(h). 
Gido— Ur po 4x, sh [1— 4h+2A°h° + O(h°)]b— (1 — Ah) 
— 4) [e**+0(h)]2 _ [1+0(h)]- [2+ O(2)] 
X Len + O(h}]2*/ 4 = — 2 4h°b[e 4% + O(h)]2*"/ 
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et donc 
un = [be-4*+ O(h)]+ [—242%be4x+ O(h)]h22:%#. 


Le premier terme de cette formule tend, lorsque À — 0, x, = x = const, 
vers be-#*, 1.e. vers la solution cherchée. Pour que ce soit également la 
limite de toute l’expression de u,, il faut donc que le second terme converge 
vers zéro. Or, pour À — 0, celui-ci tend vers l’infini. En effet, — 2 4?be4x.+ 
+ O(h) a pour limite —24*be“* qui est fini, Æ 0, et h°2*## tend vers l'infini 
plus vite que toute puissance positive de 1/h. 

Nous avons montré que le schéma aux différences approximant une 
équation différentielle peut admettre une solution qui ne converge pas pour 
h — 0 vers la solution de l’équation différentielle. On pourrait penser que 
la cause en est un choix insuffisamment précis de #1. Nous allons cependant 
montrer qu’il n’y a pas de convergence même si u. est choisi exactement égal 
à la solution de l’équation différentielle pour x1 = xo+h, i.e. si l’on pose 
u1 = uoe7 #4 = be-4h, Commençons notre démonstration en simplifiant les 
expressions figurant dans (6) : 

Geo — Ui (2+0(4)]b— be 4 
an — Drom-nrou — P+OU), 
ilo—U _ [1—A4h+24"h°+O(k°)]b— be 4* 


T1 —Q2 [1+0(h)]-(2+ O(h)] 
= + A’h°[b+ O(h)]. 


Portons ces expressions dans (6), il vient 
un = [be-4x+ O(k)] — Ë Asbe4xs + O(H)] n°2". (7) 


Le second terme à droite tend de nouveau vers l'infini et le premier reste 
borné. D'où la conclusion suivante : toute la solution de l’équation aux 
différences tend vers l'infini. 

La cause de cette absence de convergence pour À — 0 du schéma aux 
différences (2) est qu’il admet des solutions croissant rapidement avec la 
diminution du pas À même pour des données initiales définies de façon rai- 
sonnable. 

De tels schémas aux différences sont dits instables. On conçoit qu’on 
ne saurait les utiliser pour la résolution numérique des équations différentiel- 
les. 


CHAPITRE 5 


CONVERGENCE DES SOLUTIONS DES ÉQUATIONS 
AUX DIFFÉRENCES, CONSÉQUENCE 
DE L’APPROXIMATION ET DE LA STABILITÉ 


Au chapitre 4 nous avons établi, des exemples aidant, la notion d’appro- 
ximation d’un problème différentiel par un problème aux différences et 
celle de convergence qui fait que la solution du problème différentiel se 
prête à un calcul approché à l’aide d’un schéma aux différences. Nous avons 
appris ce qu’est l’instabilité qui peut être à l’origine de la divergence et de 
l’inefficacité numérique de ce schéma. En analysant le comportement des 
solutions dans ces exemples élémentaires préliminaires dont la seule ambi- 
tion a été de faire connaître dans leurs grandes lignes les premières notions, 
nous avons écrit les solutions sous forme de formules. Cette écriture n’a été 
possible que grâce à une sélection spéciale d'exemples. 

Nous nous proposons de donner dans le présent chapitre les définitions 
rigoureuses de la convergence, de l’approximation et de la stabilité et de 
montrer que la démonstration de la convergence peut ne pas s’appuyer sur 
l’analyse des formules donnant les solutions. En effet, elle peut se faire en 
deux étapes : la vérification de l’approximation du problème différentiel 
par celui aux différences et la vérification de la stabilité de ce dernier. 


810. Convergence d’un schéma aux différences 


1. Réseau et fonction définie sur un réseau. Soit posé, sur un segment 
D, un problème aux limites différentiel. Cela veut dire qu’on se donne une 
équation différentielle (ou un système différentiel) que vérifie une solution 
u sur D et des conditions supplémentaires pour # à l’une ou aux deux extré- 
mités de D. Le problème aux limites différentiel s’écrira sous forme d'égalité 
symbolique 


Lu = f, (1) 


avec L un opérateur différentiel donné et f un second membre donné. Ainsi, 
pour mettre le problème 


du —T_=cosx, 0=x<l, 
dx I+u (2) 
u(0) = 3 
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sous forme (1), 1l suffit de poser 
du x . 
ie PTS EL 0x l, 
u(O), 
COS X, 0O=x<l, 
=l® 
Le problème 


du _ | 
re = (+xu = Vx, O<x=<l, 


u(0) = 2, (3) 
du(0) _ 
dx 
prend la forme (1) à condition de poser 


(+ x), bsrer 


Lu = { u(0), 


du(0) 
dx ? 


Vx, O<x=<l, 
J= 1.2; 
1. 


Pour pouvoir donner la forme (1) au protlème 


(Hu = VXFT, 0ex<l, 
u(0) = 2, “+ 
u(1) = 1 


avec les conditions aux deux extrémités du segment 0 = x « 1, il faut poser 


PE (1+x0u, 0O<x< I, 

u(O), 

u(1), 

Vx+1, 0O<x<l, 
f = 172, 

1. 
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Le problème aux limites pour le système d’équations différentielles 


D + x = Xx°—3x+ 1, 0zx«l, 
X 
dw 1 _ 2 | 
7 tire &+Ww) = cos X; 0<x<l, (5) 
(0) = 1, 
w(0) = —3 
s'écrira comme (1) si on assimile # à la fonction vectorielle u = (°) et si 
on pose 
dv | 
 TXUW, 0OÆx<l, 
Lu = + (o+w), O0<x<l, 
(0), 
w(0), 
x?—3x+ 1, O<x<l, 
COS? x, O<x<l, 
f=\, 
—3. 


Pour fixer les idées, nous avons considéré tous les problèmes précédents sur 
un même segment 0 = x « 1. 

Supposons que le problème (1) admet sur 0 < x = 1 une solution (x). 
Le calcul de cette solution par la méthode des différences finies ou méthode 
des réseaux exige qu’on choisisse sur D un nombre fini de points dont l’en- 
semble s’appelle réseau et se note D;, et qu’on cherche ensuite non pas la 
solution u(x) du problème (1), mais la table [u], de valeurs de u(x) aux 
points de D;. Le réseau D, est supposé dépendant d’un paramètre h = 0 
qui peut prendre des valeurs positives aussi petites qu’on le veut. Avec le 
pas À tendant vers zéro, le réseau devient toujours plus fin. Par exemple, 
on peut poser À = 1/N, N étant un entier naturel, et prendre pour D, l’en- 
semble des points xo = 0, x1 = À, x2 = 2h, ..., XN = 1. La fonction dis- 
crête cherchée [u], prend alors au point x, = nh de D, la valeur u{nh) que 
nous noterons pour abréger u,. 

Dans le cas du problème (2), la table de valeurs de [u], se calcule de 
façon approchée en recourant, par exemple, au système 


Un+1 7 Un X _ = _ 
en Pie COSXm n—=0,1,..., N—1, (6) 


Uo = 3, 
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obtenu en remplaçant la dérivée du/dx aux points du réseau par un rapport 
aux différences selon la formule approchée 

du _ u(x+ h)— u(x) 

dx h ° 


La solution 44) = (uf, ul, ..., u®)) du système (6) est définie sur le 
même réseau D, que la fonction cherchée [w}],. Ses valeurs u{), u@, ..., u 
aux points X1, X2, ..., XN S’obtiennent successivement à partir de (6) pour 
n=0,1,..., N—1. Pour être plus bref, nous omettons l'indice h des u{” 
de (6). En règle générale, nous agirons de même dans des cas analogues. 

On recherche la fonction discrète #{* du problème (4), qui coïncide 
approximativement avec la table cherchée de valeurs de la solution [u};, en 
utilisant le schéma aux différences 


nat (eu, = VatL n=1,2...,N-1, 
ES (7) 
UN — 1. 


Ce schéma s’obtient en substituant aux points du réseau à la dérivée du/dx° 
un rapport aux différences par la formule approchée 
du u(x+ Det u(x— h) | (8) 
La solution #{” du problème (7) se calcule par l’algorithme de balayage 
décrit au$s. 
Et voici le schéma aux différences susceptible de donner la solution du 
problème (5) : 


LS —V 
+ x, 0, LE . —3x,+ 1, 


h 
Matte + (o,+w,) = costxs, n = 0,1, ..., N—1, (9) 


Vo = Î, Wo = —3. 


(À 
Ici u) = ( ] = (_ ; est défini. Lorsque 7 = 0, moyennant (9) on trouve 
v£ 


9 | 
ut) = . Connaissant u{) — Ca) k = 0,1,...,n, on peut en général, 
& 


h 

v,: 
pour k = n, calculer ut), — Hal 
n+l 


Dans les exemples considérés, les points du réseau D, sont distants de h. 
On conçoit que N+ 1 points de D, h = 1/N, sur [0, 1] pourraient être non 
pas équidistants, mais tels que xo = 0, X1 = Xo+ho, Xe = X1+h1, ... 

es Xn41 = XnthnXN= 1,avech,,n=0,1,..., N—1, des nombres inégaux 
mais tels que max k, — O pour À = 1/N — 0. En choisissant de façon con- 
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venable les nœuds de D, on est amené à la table cherchée [zu]; de la solution 
u(x) qui est plus détaillée pour N (ou À = 1/N) fixe donné dans les secteurs 
de variation particulièrement rapide de u(x). On est parfois renseigné 
d'avance sur de tels secteurs soit par des considérations physiques, soit 
par des calculs préliminaires grossiers. L'information sur la vitesse de 
variation de u(x) apparaît également : à mesure qu’on calcule successivement 
u{h), uQ), ..., u{ et peut être prise en considération lors du choix du nœud 
suivant Fe 

Nous estimons que les exemples ci-dessus suffisent pour comprendre 
ce qu’est un réseau et une fonction discrète (ou vectorielle) cherchée (la 
table de valeurs de la solution [#};). Notons de plus qu’il n’est nullement 
nécessaire de prendre pour la table cherchée une fonction coïncidant avec 
la solution u aux points du réseau. I] existe d’autres procédés pour établir 
la correspondance entre une fonction et sa table. On peut prendre, par 
exemple, pour la table de u(x), 0 < x < 1, une fonction discrète [u]; définie 


h , 
aux points x = h;:325; == par l'égalité 


202 
x+h/2 
El = fu) dé. 


x—h}r2 


Cela est commode si u(x) n’est pas continue mais s’il existe une intégrale 
par rapport à u(x) sur tout segment. Ce cas peut se présenter, par exemple, 
pour des solutions généralisées — discontinues —, s’il existe 

1 


| u*(x) dx. 


Dans la suite, nous supposerons (à moins que le contraire ne soit spéci- 
fié) que u est une fonction continue et [y]; une fonction coïncidant avec u 
aux points du réseau. 

Si c’est la fonction [uv], qu’on demande de calculer, c’est qu'avec le 
passage à un réseau plus fin, i.e. pour À — 0, cette table de x cherché se 
remplit progressivement et en donne une représentation toujours plus par- 
faite. On pourrait, avec une précision augmentant pour h — O, définir par 
interpolation la solution u partout dans le demaine D. 11 est clair que la 
précision dépend, pour un nombre fixe de nœuds de D, de l’information 
complémentaire sur la solution (du type d’estimations de ses dérivées), ainsi 
que de la position de ces nœuds. 

La détermination d’une fonction connaissant sa table constitue l’objet 
de la théorie de l'interpolation. Aussi nous n’allons pas approfondir le pro- 
blème analogue pour la fonction u et sa table [w], en nous consacrant ex- 
clusivement au calcul de celle-ci. Convenons donc que le problème (1) 
est résolu exactement si on a trouvé la fonction [u]4. Il est cependant impossi- 
ble de connaître [u], exactement. C’est pourquoi nous chercherons au lieu 
de [u}; une autre fonction discrète #{) qui « converge » vers [w], en resser- 
rant le pas du réseau. 


6—:0013 
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2. Schémas aux différences convergents. Avant de passer à la construc- 
tion et à l’étude de schémas aux différences convergents, qui nous occuperont 
tout au long de ce chapitre, voyons ce que signifie exactement la condition 
de convergence u{) — [w], que nous imposerons aux schémas aux différen- 
ces. À cette fin considérons l’espace vectoriel normé de fonctions définies 
sur le réseau D,. La norme ||u;||lu, d’une fonction discrète u, € U, est un 
nombre non négatif qui mesure l’écart entre u, et la valeur identiquement 
nulle. Rappelons qu’un espace vectoriel R est dit normé si on a fait corres- 
pondre à tout élément x de cet espace un nombre non négatif i!x!', les 
trois axiomes de norme étant vérifiés : 


lixlz=0, xER;, 
2° |[Ax|| = |4l-[Ixil, où x € R, À étant arbitraire ; 
3° Ix+yll <x|l+lly], où x yEeR. 


Une norme se définit de façons différentes. On prend, par exemple, pour 
norme d’une fonction la borne supérieure du module de ses valeurs aux 
points du réseau en posant 


Huilu, = Sup lux) |. (10) 


Si u®) est un couple de fonctions comme dans (9), la norme analogue à 
(10) est la borne supérieure des modules des deux fonctions sur les réseaux 
respectifs. 

Dans le cas de u{”) formée de fonctions définies sur le réseau x = 0, k, 
2h, ..., 1, on utilise souvent une norme définie par l’égalité 

NN \ Le 


JP) |lu, = (: DALAS 
ns0 
Elle est analogue à 
1 l/« 
LU(x)|| = (f 'u(x) |° ds) 
0 


dont sont munies les fonctions u(x) de carré intégrable sur 0 <= x = 1. 

Sauf mention du contraire, nous utiliserons partout la norme (10). 

En introduisant l’espace normé U, on donne par là même un sens à la 
notion d’écart de deux fonctions. Soient a et b%) deux fonctions quelcon- 
ques de U, définies sur un réseau. On mesure l’écart entre a) et b®) par la 
norme de leur différence, 1.e. le nombre 


at — bu. 


Il est maintenant possible de définir rigoureusement un schéma aux différen- 
ces convergent. 

Supposons que le calcul approché de la solution du problème aux limites 
différentiel (1), i.e. le calcul approché de la fonction [u], à l’aide de l’égalité 
(1), se fait moyennant un système d’équations que nous écrirons, comme (1), 
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sous forme d’égalité symbolique 
Liu = fn, (11) 


Ilustrons-le sur l’exemple des schémas (6), (7), (9) pour les problèmes 


(2), ie (5) respectivement. 


On écrit (6) sous forme (11) en posant 


Lu) = 1+ui ? 
| Uo; 
LIT n = 0, 1,  N—1 
7 13. 


Le schéma (7) se met sous la forme (11) en prenant 


dati Patient + (1 (nur, n=1,2,...,N-1, 


L,uMW = e 

UN; 

Vitnh, n=1.2,...,N-—1, 
f® = À 2, 


et le schéma (9) en prenant 


nn S: +(nh)v,w,, n = 0,1,...,N-1, 


(A) Wn+1 Wa —_ 
Liu) = Life) one ET (v,+w,), n=0,1,...,.N—1, 
Vo, 
Wo 
(nh}—3nh+1, n=0,1,...,N—1, 
fn = cos” nh, n=0,1,...,. N—-1, 
Ï, 


— 3. 
Le système (11) dépend donc de h et doit être écrit pour tous les À pour 
lesquels on considère le réseau D, et la fonction discrète [u];. Ainsi, le pro- 
blème aux limites aux différences (11) ne constitue pas un seul système : 


c’est une famille de systèmes dépendant du paramètre h. 
Nous supposerons que pour tout h suffisamment petit il existe une solu- 


tion u® du problème (11) appartenant à l’espace U;. 


6° 
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Nous dirons que /a solution u® du problème aux différences (11) converge, 
avec un réseau de plus en plus fin, vers la solution u du problème différentiel 
(1) si 

I Eula—u® lu, — O pour h — 0. (12) 


Si on a de plus l’inégalité 
[I Eula—-u® lu, < ch*, (13) 


où c > Oet & — 0 sont des constantes indépendantes de h, nous dirons que 
la convergence est de l’ordre de h* ou que le schéma aux différences est exact 
à l’ordre k. 
Au $8 nous avons examiné deux schémas aux différences pour le problème 
du 


7 + Au = 0, O=x<l, 
X 


u(0) = b, 


et évalué la différence Ô(x) = u(x;)—uf" entre la solution exacte et celle 
approchée. Ces estimations équivalent à dire que la convergence du premier 
schéma est de l’ordre de h et celle du second de l’ordre de h*. 

La propriété de convergence est la première condition imposée au schéma 
aux différences (11) pour qu’il permette de résoudre numériquement le 
problème aux limites différentiel (1). Si cette propriété a lieu, on calcule 
moyennant le schéma (11) la solution u avec n’importe quelle précision don- 
née à l’avance à condition de choisir un h suffisamment petit. Nous avons 
donc formulé rigoureusement la notion de convergence et abordé cette 
question majeure qu'est la construction du schéma convergent (11) destiné à 
la résolution du problème différentiel (1). Les exemples ci-dessus complètent 
ceux du chapitre premier et donnent une idée du procédé de construction le 
plus rudimentaire : on choisit un réseau et on remplace les dérivées par des 
rapports aux différences. Or, pour un même problème aux limites différen- 
tiel, on obtient, nous l'avons vu, divers schémas aux différences (11) à force 
de choisir de façon différente le réseau D, et de remplacer différemment 
les dérivées par des rapports aux différences approximants. En étudiant 
une équation différentielle ordinaire simple ($6), nous avons constaté qu'un 
schéma aux différences peut s'avérer impraticable. 

3. Vérification de la convergence d’un schéma aux différences. Laissons 
pour le moment de côté la construction des schémas aux différences et po- 
sons le problème en des termes un peu différents. Supposons construit, par 
le jeu de certaines considérations, un schéma aux différences L;ut") = f 
tel qu’on puisse espérer la convergence 


‘{ula—#hllu, — 0 pour h - 0. 


Comment s’assurer si la convergence a effectivement lieu ? 

Admettons que le problème aux différences (11) possède une solution 
unique u4) € U,. Si, par substitution de la fonction discrète [u], € U, à 
ut) l'égalité (11) se trouvait rigoureusement vérifiée, alors, la solution étant 
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unique, on aurait [u}, = u(#), égalité idéale du point de vue convergence. 
Autrement dit, la solution w* du problème aux différences L,uth) = fn) 
aurait coïncidé avec la fonction cherchée [u];, que nous avons convenu 
d’estimer être la solution exacte. 

Or, il est en général impossible de choisir le système (11) de façon que 
[u]; le vérifie exactement. En portant []; dans l’équation (11) on voit surgir 
un résidu 


Lalu]a = FO + FA, (14) 


Si ce résidu àf#) « tend vers zéro » avec h de sorte que [u], vérifie toujours 
plus exactement l’équation (11), nous dirons que le schéma aux différences 
L;x®) = f4) approche le problème aux limites différentiel Lu = f pour la 
solution u de ce dernier. 

S’il y a approximation, on peut estimer que l’équation (14) vérifiée par 
[u], s'obtient de (11) en ajoutant au second membre un terme supplémentaire 
àf ® peu important (pour h petit). Si la solution #*) du problème (11) est 
stable par rapport à la perturbation du second membre ff), i.e. elle varie 
peu pour une variation faible du second membre, la différence entre la solu- 
tion u®) du problème (11) et la solution [uv]; du problème (14) est donc si 
faible que l’approximation 


f 4) = O pour À — 0 
entraîne la convergence 


u4) — [u]; pour h — O. 


En vérifiant la convergence (12) nous décomposerons ce problème dif- 
ficile en deux problèmes plus simples: nous vérifierons d’abord si le problème 
(1) est vraiment approché par le problème (11) et nous établirons ensuite 
si le problème (11) est stable. Cette façon d’agir suggère la technique de 
construction des schémas aux différences convergents pour la résolution 
numérique du problème (1) : on construit un schéma aux différences appro- 
ximant : de tous les procédés d’approximation on choisit celui pour lequel 
le schéma aux différences est stable. 

Ce plan général d'étude de la convergence suppose naturellement les 
notions rigoureuses d’approximation et de stabilité permettant de démon- 
trer que l’approximation et la stabilité entraînent la convergence. Les déf- 
nitions de l’approximation et de la stabilité que nous avons esquissées plus 
haut ne le sont pas. Pour définir l’approximation il faut préciser ce qu'est 
le résidu àf" dans le cas général et ce qu'est sa grandeur, et pour définir la 
stabilité on doit donner un sens précis à la phrase «à une perturbation 
faible du second membre il correspond une perturbation faible de la solution 
du problème aux différences L,ut") = f4) ». 

La définition rigoureuse de l’approximation et de la stabilité sera le 
sujet des paragraphes spéciaux. 
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Exercices 


1. Diviser l'intervalle [0, 1] en N intervalles partiels par les points xo = 0, x1, Xe, . 
os Xp Xy = 1, de Sorte que 
Xn+1— Xn 
La = Xe 


— 4 


et éclaircir si on peut utiliser une suite de tels réseaux pour N — æ (q élant une constante 
indépendante de N)en vue de résoudre approxmativement le problème 


u"-u = 0, 
u(0) = 1 
moyennant le schéma aux différences 
Une UC) pe à _ 1 
ut) = 0 (# = +) | 
A) (x) = À. f 


Y a-t-il convergence vers 0 pour N — + du pas x,+1—x, maximal ? 
INDICATION. Discuter de préférence le cas g = 1 et s'assurer que 
lim ut" 


#—> © 


(xx) = ce. 


S11. Approximation d’un problème aux limites 
différentiel par un schéma aux différences 


1. Résidu 6/ ®. Attribuons le sens précis à la notion d’approximation du 
problème aux limites différentiel (1) du $10 


Lu = f (1) 
par le schéma aux différences (11) du même paragraphe 
Lu = fu (2) 
pour la solution x de (1). A cette fin précisons ce qu'est le résidu àf(# 
Liu), = fP+ fm (3) 


apparu par substitution de la fonction discrète [u];, table de la solution cher- 
chée uv, dans l’équation (2), et quelle est sa grandeur. 
La tendance de celle-c1 vers zéro pour h — 0 sera adoptée par nous 


comme définition de l’approximation. 
Prenons pour commencer un schéma aux différences pour la résolution 


numérique du problème aux limites différentiel 


d°u du 
ra + a(x) 7 + bu = CoOSx, 0<x<l, 


u(0) = 1, 
u°(0) = 2. 


(4) 
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Le réseau D, sera comme par le passé l’ensemble des points x, = nh, 
n=0,1,...,N : h = 1/N. Acceptons en qualité de schéma aux différences 
permettant de calculer approximativement [y], le système d’égalités 


tot: +a(x,) tir +b(x)us= 
= COSXx,, n=1,2,..., N—1, 
ed (5) 
me el TE, À 


h 
résultant de la substitution des dérivées dans (4) par les formules approchées 
u(x+h)—2u(x)+u(x—h) | Œu(x) 


h° dx ? 
u(x+h)-u(x— 1) nu du(x) 
NS nee O 
u(h)—u(0)  du(O) 
h T7 dx 
En notant 
nt + anh) #3 + (nh)u,, 
Lu) = Uo, (7) 
U1 — Uno 
h 9 
cos ñnh, 
fO = 11, 


2 


le schéma aux différences (5) s’écrit sous la forme (2). Le calcul et l’évalua- 
tion de la grandeur du résidu àf®) apparu en substituant [v], dans l’équation 
(2) exigent qu’on précise les formules (6). 

D’après la formule de Taylor, 


u(x+h) = u(x)+ hu (+ Su" ()+ Eu" (En), 
(eh) = u(9)— hu ()+ Eu) EE) 
u(x-+h) = u(x)+ hu (x) + À (0) + À ul (x)+ LE MIE), 
u(x—h) = u(x)—hu'(x)+ . u"'(x)— _. u""(x)+ . uO(Es), 


u(x:1h) = u(x)+hu'(x)+ T u""(Ës). 
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Ici Ë1, Êe, És, a, Es sont des points intermédiaires de l’intervalle [x—4, x+h]. 
D'où 


+} _ — h , h° UT UL 
REFRCRE D u'(x)+< lu (£1)+u (Ë2)], 


een es (ES) + 40(8)], (8) 
u(x+ h)— u(x) 2 
= = u(x)+5 u”"(Ës). 


2. Calcul du résidu. Supposons que la solution (x) du problème (4) 
admet des dérivées bornées jusqu’à l’ordre 4 inclus. En vertu des formules 
(8), on peut écrire 


uw x+ Ah) 2 u(x— h) + a(x) uw x+ D u(x— }h) + b(Ou(x) _ 
= VO 4 af) LD + bHU(x)+ [ÉD G , +u0() 


En) +07"(Ës 
+a(x) LEE TEDT, 


C’est pourquoi l’expression 
u(x, +h)— 2u(x,)+u(x, — D a(x,) u(x,+h)-u(x, —h) 


h° 2h + 
+b(x,)u(x,), n = 1,2, ..., N—1, 
L;lu|, = 
AU u(0), 
u(h)— u(0) 
h 
peut se récrire 
COS Xh+ [EG + a(x,) X 
u(Ë1)+ u!"(Ëe) 
©" "|, n=1,2,...,N-1, 
Lilu}s = 12 
1+0, 
2+h C9 Ca 
ou 
Lulu], = FN + Èf, 
avec 


QUE) HU QE)  u"(E,)+u’"(È,) 
jp DEN] 


ëf® = À 0, (9) 
u'(&s) 
h or 
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Il y a intérêt à estimer que #4) et 6f ® définis par (7) et (9) appartiennent 
à un espace vectoriel normé F; composé d’éléments de la forme 


En n=1,2,...,N—1, 


g® = { yo, (10) 
Y1s 
Pis Pay +. Pn-1 AINSI Que Yo Et y1 étant un système ordonné de nombres ; 


on peut considérer g comme composé d’une fonction discrète œ,, n = 
= 1,2, ..., N—1, et d’un couple ordonné de nombres yoet y1. L’addition 
de deux éléments de l’espace F, et la multiplication des éléments g%) par 
des nombres se font composante par composante. Il est clair que F, est 
en l’occurrence un espace vectoriel à N+1 dimensions. La norme est prise 
sur F, de différentes façons. Si la norme est introduite par l'égalité 


gl, = max (vo [y1l, max (pal). 


i.e. si on prend pour norme le maximum des valeurs absolues de toutes les 
composantes du vecteur g(), alors on a, conformément à (9), 


fi, < Ch, (11) 


C étant une constante fonction de u(x) et indépendante de A. 
I1 découle de cette inégalité que le résidu 6/f* tend vers zéro avec h. 
Dans l'équation L;u#) = f( détaillée par les égalités (5) qui nous a 
servi d'exemple, L, peut être assimilé à un opérateur qui fait correspondre à 
toute fonction discrète #4 = {v,}, n = 0, 1, ..., N, de l’espace vectoriel 
de fonctions définies sur le réseau D, un élément g% de la forme (10) de 
l’espace vectoriel F, selon la formule 


Un+1— 21, +Ta ee 


= n Vis 
h= : + AX») RL + b (x) Us 


h 
Ly vu) = Vo, 


T1 ue To 
| h 


Nous ferons la convention que même dans le cas général du problème aux 
limites aux différences (2), les seconds membres des équations scalaires écrites 
dans leur ensemble sous forme d’égalité symbolique 


Liu) = fn 


sont les composantes du vecteur ff), élément d’un espace vectoriel normé 
F;. On considère alors L, comme un opérateur qui fait correspondre à toute 
fonction discrète u() € U, un élément F4) € F4. 

Dans ce cas, l'expression L;[u];, résultat de l'application de l’opérateur 
L, à la fonction discrète [uw], de U, et élément de F,, a un sens. 

Le résidu &f 4) = L;[u};,-f% appartient à F; en tant que différence de 
deux éléments de cet espace. Sa grandeur est évaluée par ||df#1[,. 
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3. Approximation de l’ordre de k“. 


DÉFINITION. Nous dirons que le schéma aux différences L;uth) = f() 
approche le problème Lu = f pour la solution u si ‘}àf#||r, — 0 lorsque 
h — 0. Si, de plus, on a l’inégalité 


TI, << ch£, 


avec c = O0 et k — O des constantes, nous dirons qu’il y a approximation 
de l’ordre de h* ou d’ordre k en 4. 

Le fait que u est solution du problème (1) est une information qui peut 
aider à construire le système (2) et à tester l’approximation même. C’est 
la raison pour laquelle la définition de l’approximation mentionne le pro- 
blème (1). Il convient néanmoins de souligner que la définition énoncée de 
l’approximation du problème Lu = f par le schéma aux différences L;u(#) — 
= f% pour la solution w ne s'appuie pas d’elle-même sur l'égalité Lu = f 
pour la fonction u. On pourrait dire tout simplement que le schéma Lu = 
— f 4 correspond à l’ordre h* à u sans éclaircir l’origine de cette dernière 
fonction. En particulier, si u est solution de deux problèmes différents 
LOu = f® et Lu = f® du type (1) à la fois, le schéma aux différences 
L,;u®) = f4) ou bien approche, ou bien n’approche pas les deux problèmes 
pour leur solution commune u. 


4. Exemples. 


EXEMPLE 1. Vu l’estimation (11), l’approximation du problème (4) par 
le schéma aux différences (5) est du premier ordre en H. Le schéma (5) se 
prête sans difficulté à un perfectionnement tel que l’approximation soit 
d’ordre 2. Pour cela notons que toutes les composantes du vecteur àf#) 
sauf la dernière tendent vers zéro comme h* (l’avant-dernière vaut exacte- 
ment Ü). 

Seule la dernière composante de df%), 1.e. le résidu obtenu par substitu- 


tion de [u], dans la dernière équation en — 2 du système (5), tend vers 


zéro plus lentement, à savoir comme la première puissance de A. Cette dif- 
ficulté est facilement aplanie. Selon la formule de Taylor, 


u(A)—u(0) _ , ho, LUTTE 
5 = #(0)+- u"(0)+ uw "(E) = 
= 245 u"(0)+ Lu"), O<E< 
Or, on trouve, à partir de l’équation différentielle (4), 
u°’(0) = — a(0) u’(0)—b(0) u(0)+ cos O = —2a(0)—b(0)+1. 


Aussi, en remplaçant la dernière égalité (5) par 


ee 2— 7 [2a(0)+ b(0)—1], (12) 
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on obtient, au lieu de (7), une autre expression de f : 


COS X» 
fn = 41 
2— + [2a(0)+b(0)— 1]. 
Alors 
L [oi ce ; Co + (u'”"(£ 1) + u'"(E 2))| , 
ëf® = À 0, 


FE u'"(E) 


et || M}, < Cih°, où C1 est une constante indépendante de h. On a 
donc une approximation d’ordre 2 en h. 

Il importe de souligner qu’en construisant la condition aux limites aux 
différences (12) nous avons utilisé, en plus des conditions aux limites du 
problème (4), l’équation différentielle même. On peut dire que nous nous 
sommes servi de la condition aux limites 


u”(x)+a(x) u'(x)+b(x) u(x)|xmo = COS X|xm 0, 
découlant de l’équation différentielle. 
EXEMPLE 2. Etablissons à quel ordre le schéma aux différences 
| He + Au, = 1+x, n=1,2,..:, N—1, 
| eh (13) 


u1 = bd 


approche le problème 


du 2 
FO Au = 1+x", | 
u(0) = b 
pour sa solution u. Un schéma analogue a été analysé au $8 avant que nous 
ayons introduit une notion rigoureuse d’approximation. 
Le rôle de f®) est ici joué par 
1+x2, n=1,2,...,N-—1, 
b. 


(4) 
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Ensuite, 


u(x,+h)-u(x, — h) 


5} + Au(xs), n=1,...,N-—1, 


SE 0) 
u(h) 
ou 


D + au] + Eu ED ne he NL 


Lilu}, = 40) 


u(O) + h Lo) Le 


Comme la solution u(x) satisfait à l’égalité 
D) + Au(x,) = 1+x, 
le résidu ôf 4) est de la forme 


Eu, n = 1, EE I, 
of") = 


hu'(£o). 


L’approximation du problème (14) par le schéma (13) est d’ordre 1 en h. 
On remarque que les composantes du résidu sont, comme dans l’exemple 1, 
d’ordres différents en 4. L’équation aux différences 


HE + Au, = 1+x;, n=1,2,...,N-1, (15) 


est vérifiée par substitution de [u], avec le résidu  u'"(Er) en A°, la pre- 
mière condition aux limites 
uo = D (16) 
l’est exactement et la seconde 
u1 = D (17) 
avec le résidu hu’(£o) de l’ordre de la première puissance de A. 
L'erreur d’approximation a été évaluée par 


max |u” (GER D [u'(x)|. 
0<x<1 


Dans l’exemple considéré, la solution exacte 


u(x) = u(O)e— 4x4 EE ” = 
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permet d’évaluer ces maxima moyennant les données u(0), À du problème : 

he idee. 2. 
Au(O)}e E HnsPe ee EEE 


= |u(0)|| 4] (1+e74)+ 


max |u'(x)| = 


max << 
0<x<]1 O<x<1 


ee 
PI 


< [Iu(0) AF+IAP](+e"*. 


+5 +( +e ) 


max |u’”|(x)| = | [#(0)+ res 
O<x<! 


Pour des cas plus compliqués on se borne à une estimation grossière de 
ces dérivées basée sur le théorème de dérivabilité des solutions des équations 
différentielles ordinaires avec des seconds membres réguliers. 

5. Décomposition d’un schéma aux différences en sous-systèmes. Une 
description détaillée du caractère de l’approximation a exigé que nous par- 
lions non pas de tout le schéma aux différences (13) de la forme (2) 


Lu = fÜ, 


mais des sous-systèmes (15), (16), (17). Ces sous-systèmes, dont les deux 
derniers ne comptent qu’une équation chacun, peuvent s’écrire sous forme 
d’égalités symboliques respectives 


Qu) = [y (18) 
an = fi, (19) 
Bu = fi. (20) 


À cet effet on pose 


RUN = et + qu, on = 1,2, ..., N—1, 


lu) = uo, 
Bu) = u3, 
IN = 1+x, 
fi D 
fi = b 


Pour des raisons de commodité et dans le cas général, on décompose sou- 
vent le schéma aux différences (2) en deux ou plusieurs sous-systèmes 


pu) = fr, 


Ga = [,0, (21) 
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de sorte que 
l% an), FA h) 


| us, sp. 

On a intérêt à prendre le second membre f" de chaque sous-système 
lu) = f4) pour élément d’un espace vectoriel normé Ff”?. On munira 
les espaces F, et Fi), Ff9), ..., F(® des normes concordantes telles qu’on 
ait 

AI, = max |: 11 Len. (22) 


En partageant (2) en sous-systèmes (21) nous supposerons toujours 
remplie la condition (22). 

Le partitionnement décrit du schéma L,wñ = f) en (21) permet de 
parler de l’ordre de correspondance de chaque sous-système pris à part à la 
solution # du problème (1), Lu = f. C’est l’ordre de décroissance de la 
norme || à)! F< du résidu LA) 


El, = F0 + à 


pour h — 0. Etant donné le choix concordant des normes (22), tout le schéma 
aux différences Z;u*) = f® approche le problème Lu = f pour sa solution 
u à l’ordre égal à celui de décroissance de la norme ‘'ôf ||. du résidu 
ôf") pour un r qui détermine sa plus lente décroissance. 

Si nous décomposons, dans l’exemple 2, le système (13) en sous-systèmes 
(15) à (17) ou (18) à (20), l’espace Ff est composé des fonctions fi" = { f,} 
de norme ||f{#)} = max|/f,| définies aux points x, = nh, n = 1,2, ... 


ñn 
..., N—1, du réseau, et les espaces F{9 et F{? ‘unidimensionnels sont 
formés par des nombres de norme l|a|| = la'. L’équation (18) 


LOAN = fu) 


correspond au problème (14) pour la solution x à l’ordre deux, l’équation 
IDOu) = f 0 l’est exactement et JM = {9 à l’ordre 1. Pour que l’appro- 
ximation par le schéma (13) soit du deuxième ordre en h, 1l suffit de « cor- 
riger » la condition aux limites {ut = b. Notons que 


Lou], = u(h) = u(0)+ hu'(O)+ À u'(8). 
Prenons en considération que (0) = b et que, en vertu de (14), 


u°(0) = — Au(0)+1 = — 4b+1. 
Posons 


lu = u, = b—hAb+h, ie. ff = b—hAb+h, 
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aous aboutirons à la condition 
lu], = u(h) = fi + O(H°), 
1. e. la correspondance de la condition aux limites 
Ou = [9 (Cf = b—hAb+h) (23) 


au problème (14) pour la solution x sera d’ordre 2 en h. Le schéma aux 
différences (15), (16), (23) approche donc le problème (14) à l’ordre 2 en A. 

Le partitionnement de (2) en (21) est conventionnel. On pourrait, par 
exemple, décomposer le système (13) en deux sous-systèmes dont le premier 
comprendrait toujours l’équation aux différences (15) et le second les deux 
conditions aux limites (16) et (17) ou, symboliquement, 


OO) = fa, | 
1 A) _ fe, 
avec 


Uo, b 
ID = fi = (,). 


U1, 


Contrairement au cas du partitionnement (15) à (17) ou (18) à (20), il nous 
serait impossible d’exprimer brièvement le fait que par substitution de [x], 
la première condition aux limites est remplie exactement et la seconde seule- 
ment à l’ordre 1 en 4. 

6. Remplacement des dérivées par des rapports aux différences. Dans les 
exemples ci-dessus nous avons obtenu des schémas aux différences en rem- 
plaçant les dérivées de l'équation différentielle par des rapports aux diffé- 
rences. Ce procédé fort répandu permet de construire, pour tout problème 
aux limites différentiel possédant une solution (x) suffisamment régulière, 
un schéma aux différences d’ordre d’approximation donné d’avance. 


Montrons, en effet, que la dérivée d'u/dx', avec A quelconque, peut être remplacée 
par un rapport aux différences de façon que, u(x) étant suffisamment régulière, l'erreur 
commise soit d'ordre p quelconque donné d’avance par rapport au pas A du réseau aux 
différences. Utilisons la technique des coefficients indéterminés. 

Ecrivons unc égalité de la forme 


dx) & & ; e) 
= 7 + 24 
L ki 2, au(x+sh)+O(h?) (24) 
et choisissons des coefficients indéterminés a,, 5 = —5,, —s51+1, ..., s., indépendants 


de À qui vérifient (24). Les limites de sommation s, > 0 et s. > 0 peuvent être quelcon- 
ques mais telles que l'ordre s,+s. du rapport aux différences h-* Ÿ au(x+ 5h) satisfasse 
à l'inégalité s,+52 > £+p—1. Selon la formule de Taylor, 
_. - du(x) (shÿ du(x). 
Wx+sh) = UC) + She ré 
F (sh}#+P-1 dét+r-l(x) (sh +» ditru(E) 
ep  détrt Ÿ(kept détr : 
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Substituons cette expression à u(x+sh) de (24) et réduisons les termes semblables, il 
vient 


d'u(x) _ ,_, _ du(x) h … dite" lu(x) 
Ta = h [eu X a+ 2e isa HUB 
ht+r-1 hP d'tru(E.) 
+p—1 £+ ne ————— 
X pee 27 alt Lee 


En égalant les coefficients des mêmes puissances de h’,s =—£k, —k+1,...,p—1, 
aux deux membres de cette égalité, nous obtenons le système d’équations en a, : 


(25) 


Si s1+5° — k+p—1, les k+p égalités écrites constituent un système linéaire en autant 
d’inconnues a,. Son déterminant (déterminant de Vandermonde) 


(—suttr-t (sitter...  sÈtr-1 


est différent de zéro. Il existe donc un seul jeu des coefficients a, vérifiant le système (25). 
Si sise > k+p, il en existe évidemment plus d’un. 
Ainsi, il existe un seul rapport aux différences du premier ordre de la forme 


h=![au(x)+ au(x + h)] 
approchant du/dx à l’ordre 1 en 4. Il s'obtient pour 


du _ u(x+h)—u(x) 
A pe + O(h). 


De même, il existe un seul rapport aux différences d'ordre 1 de la forme 
h=[a_;u(x— h)+ aou(x)], 


qui approche du/dx à l’ordre 1 en À : 
du = u(x)—-u(x-h). 
dx ep  (Ù) 


Parmi des rapports aux différences du second ordre de la forme 
h-\{a_,u(x—h)+au(x)+ au(x+ h)] 

il y en a une infinité approchant du/dx à l’ordre 1 en A et un seul qui le fait à l'ordre 2. 

En résolvant le système (25) pour ce cas on voit que, lorsque a, = !/., ay = 0, a_1 = —1}., 
du _ u(x+h)-u(x- h) 


dx 2h +O(F). 
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En voulant obtenir une approximation de d‘u/dx° qui soit d'ordre 2, on a k = 2, 
p = 2, et il faut que s1+52 > 3. Aussi ne peut-on utiliser en l'occurrence qu’un seul des 
rapports aux différences 


h-"(a_;u(x— h)+ au(x) + au(x+ h)+ au(x +2h)). (26) 
La résolution du système (26) donne 
A1 = & — 1, Go = — 2, a: = O0, 


i.e. l'égalité que nous avons utilisée à plusieurs reprises 


Œu(x) _ u(x+h)-2u(x)+u(x— h) : 
a + O(h°). 


7. D’autres méthodes de construction de schémas aux différences. La tech- 
nique de construction de schémas aux différences décrite au numéro précé- 
dent n’est pas l’unique ni souvent la meilleure. Le paragraphe 19 traitera 
de certains autres procédés conduisant à des schémas aux différences parmi 
les plus usités. Pour le moment nous allons nous borner à un exemple. 

Le schéma aux différences simple 


Uns+1— Un 


une GG) nSOlSNSE 
Uo = 4 
dit schéma d’Euler approche le problème 
du re 
x = CC u)=0, 0<x<lI, 
u(0) = a 


à l’ordre 1 en h. Connaissant u,, la valeur u,,. se calcule d’après la formule 
Uns1 = Un+hG(x,, ur). Le schéma 


(27) 


Un+1 Un 


——— l _ 
Lu) = J h = 2 [G(xs Un)+ G(Xu+1, ü)] = 0, 
Uo = A, 


où u = u,+hG(x,, u,), s'appelle schéma prédicteur-correcteur d’Euler. C'est 
un des schémas de Runge-Kutta d’ordre d’approximation deux dont nous 


parlerons en détail au $19. Si , est déjà calculé, on obtient, d’après le 
schéma d’Euler, 


ü = u,+hG(X,, u,) 


puis on trouve la valeur corrigée de ü 


Unes = nt (GX )+ GXr+is D] 


Exercice 


Vérifier que le schéma prédicteur-correcteur d'Euler approche le problème (27) pour 
la solution régulière u(x) à l’ordre deux en 4. 


7—20013 
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812. Définition de la stabilité d’un schéma 
aux différences. Convergence en tant 
que conséquence de l’approximation 

et de la stabilité 


1. Définition de la stabilité. Etant donné le problème aux limites différen- 
tiel 
Lu = f, (1) 
on calcule approximativement sa solution u en construisant un schéma aux 
différences 
Lu) = fW (2) 
qui approche ce problème pour u à un certain ordre k en h. Cela signifie que 
le résidu ôf 
Lululh = f®+ 8f®, 


apparu en substituant la table [1], de la solution u dans (2), vérifie une esti- 
mation de la forme 

MI, « Crhé, (3) 
avec C une constante indépendante de h. On vérifie aisément que le schéma 
aux différences 


Lu = Ja et —3 “Het Au, =0, n=1,2,...,N-—1, 


Uo — b 
approche 
du ” 
AT Au = 0, 
u(0) = b 


pour u à l’ordre 1 en h. Comme montré $9, la solution 14” fournie par ce 


schéma ne tend cependant pas vers [u}, pour h — 0. 
Ainsi, l’approximation ne suppose en général pas la convergence. Pour 
qu’il y ait convergence, il faut encore la stabilité. 


DÉFINITION 1. Le schéma aux différences (2) sera dit stable s’il existe des 
nombres ho = O et Ô = 0 tels que, quels que soient h < ho et M € F,;, 
eW||r, < Ô, le problème aux différences 

LizU) = FU + et), (4) 
obtenu de (2) par adjonction de la perturbation e(%) au second membre, 
admette une, et une seule, solution 24), la différence entre celle-ci et la solu- 
tion #*) du problème non perturbé (2) étant une fonction 2%) —u%) définie 
sur un réseau et évaluée par 

20-00 |lu, « CIe#1|r,, (5) 


où C est une constante indépendante de h. 
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Re 
En particulier, l'inégalité (5) signifie qu’une petite perturbation #4) dir 
second membre du schéma aux différences (2) induit uniformément en h 
une petite perturbation z%—14) sur la solution. 
Supposons que l’opérateur L,; de U, dans F, est linéaire. La définition 
ci-dessus de la stabilité est alors équivalente à la 


DÉFINITION 2. Le schéma aux différences (2) d’opérateur linéaire L, sera 


dit stable si, quel que soit fM € F,, l'équation L;W" = fW) admet une 
seule solution #4) € U, et si de plus 


u@ lu, < CFP IE, (6) 


avec C une constante indépendante de h. 
Démontrons l’équivalence des deux définitions pour l’opérateur linéaire 
Ly. 

Commençons par établir que la stabilité au sens de la définition 2 du 
schéma aux différences (2) entraîne la stabilité au sens de la définition 1. 
Admettons que le problème linéaire (2) possède, pour tous les k = ho con- 
sidérés et pour f% € F, arbitraire, une solution. unique et qu’on a l’estima- 
tion (6). En retranchant (2) de (4) nous obtenons 

La(z0) — 0) = EU), 


d’où, en vertu de (6), l’estimation (5) pour 4) € F, arbitraire et donc la 
stabilité au sens de la définition 1. 


Montrons maintenant que la stabilité au sens de la définition 1 entraîne 
celle au sens de la définition 2. Vu la définition 1, pour certains ho > 0, 
ô 0 et pour h<ho ete € F;, ||eW]|;, < à, quelconques, les équa- 
tions 

Liz = fU)+ eût, 
Lun) = fu) 


admettent chacune une solution et une seule. Posons w4) = 241) 34h) et 
retranchons ces égalités terme à terme, il vient 


L,w") = EU), 
de plus, en vertu de (5), 
MP lu, «< Cie]. 


Il est évident qu’à condition de modifier les notations de la solution et du 
second membre de L,w®%) = e(), le dernier résultat peut s’énoncer comme 
suit : pour À < ho et FM € F3, [| fM]|F < Ô, quelconques, le problème 
(2) admet une solution unique #®). Celle-ci vérifie l’estimation (6). Or, s’il 
en est ainsi, notre affirmation sur l’existence et l’unicité de #4) et sur l’esti- 
mation (6) est vraie non seulement pour tous les f ® tels que || f#]||;, < à, 
mais en général pour tous les #4 € F,, 1.e. 1l y a stabilité au sens de la 
définition 2. 

En effet, soit ||f{|;, > Ô. Démontrons l'existence d’une solution, 
7e 
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son unicité et l’estimation (6). Posons 


2H, 21, 
ui) = es au), f Ch) — a Î (() 
Nous obtenons pour à) 
L,ü = fn, 


de plus 


Ô Ô 
(h) = me (h) = — € Ô. 
If A 2/1 IF Il rs 2 


Aussi l’équation L;ä = f") n’admet-elle qu’une solution unique, en outre 
2P lu, < CFA. 


En vertu des formules donnant la relation entre w{* et 4%), ainsi qu'entre 
f® et f", il en résulte l'existence d’une solution de (2) et son unicité ainsi 
que l’estimation (6) pour f® € F, considéré arbitraire. 

2. Relation entre l’approximation, la stabilité et la convergence. Démon- 
trons maintenant que l’approximation et la stabilité impliquent la conver- 
gence. 


THÉORÈME. Si le schéma aux différences L;u®) = f® approche le problème 
Lu = f pour la solution u à l’ordre k en h et est stable, alors la solution u®) du 
problème aux différences L;u®) = f4) converge vers [u], et on a l’estimation 


| Ca]a— 20 [lu, << (CCr)ht, (7) 
C et C1 étant les nombres figurant dans les estimations (3) et (S). 


DÉMONSTRATION. Posons #4) = Ôf4), [u], = 24). L’estimation (5) prend 
alors la forme 


Euh —-u@ lu, < CPI. 


Compte tenu de (3), 1l en résulte de suite l’inégalité à démontrer (7). 
A titre d'illustration démontrons la stabilité du schéma aux différences 
d’Euler 


He GX Ur) = Pm = 0,1,..., N—1, | 


Uo = Y, 


(8) 


Xn = nh, h = 1/N, utilisé pour la résolution numérique du problème aux 
limites différentiel 
du us _ 
a -Cu=pQ), 0<x<1, | 6) 
Uo = Y. 
Soient G(x, u) et (x) tels qu’il existe une solution u(x) à dérivée seconde 
bornée. Nous admettrons de plus que G(x, u) a sa dérivée par rapport à u 
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bornée 
EE | < M. (10) 


Le lecteur est prié de vérifier que le schéma aux différences (8) approche 
le problème (3) pour la solution u(x) à l’ordre 1 en h. (L’équation aux dif- 
férences correspond au problème au premier ordre et la condition aux limites 
uo = y exactement.) Définissons les normes 


alu, = max |ur|, FPE, = max fl, max |p(xm)1} 


et testons la stabilité du schéma (8) que nous mettons sous la forme (2) en 
posant 


Luln : “tr _G(x,, Un), n = 0, L: ee N— 1, 
Uo;, 
PARUS 
Y. 


Le problème 
Liz = F4 EU) 
s'écrit sous forme détaillée 
EH — GX, Zn) — D(xr)+ En n = 0, 1, S N—1, | 
Zo = V+E, 
où 
"E buus 
€. 


Retranchons terme à terme des équations (11) les équations (8) correspon- 
dantes. Notons 


Zn —Un = Wn 
et prenons en considération l'égalité 
GX 21) — Gr 7) = En y, = MUw,, 


où &, est un nombre compris entre z, et u,. Nous obtenons le système d’équa- 
tions en w4) = (Wo, Wi, ..., Was +. WN) : 


Matin _ My. — : e 
MW, =, n=0,1,..., N-1, | «2 


Wo — €. 


Etant donné que M% =< M en vertu de (10) et que rh = Nh = 1, nous 
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avons 
Wan = 1O+AM D )w,+he,l < (1+Mh)lw,l+hle,l < 


<(1+Mh}|w1l+A(+Mh)lesil+hle,l < 
< (1+ MH} |w-11+ 2h14 M) [1e |1r, < 
<(1+Mh} |w:-e|+ 3(1+ MA) ||e@|1e, 


< (1+Mh} +1 ]wol+(n+ DAG+MhY || ]|r, < 
< (+ MR} Ie ++ MR} ||] Fs < 
<2(1+Mh)"|le@||r, << 26M||e0 1]. 
L’inégalité démontrée 
| Wa+il < 26M |]e0]|r, 
entraîne une estimation de la forme (6) 
[WP lu, < 264 /1e0 1], 
qui signifie la stabilité avec une constante C = 2e". En vertu du théorème, 
le schéma aux différences (8) est convergent à l’ordre 1 en À. 
Etudions la convergence du schéma aux différences (7) 810 
nette (ju, = Vlan = 1,2, ..., N—1, 
Uo = 2, (3) 
un = 
pour le problème aux limites différentiel (4) du même paragraphe. Grâce 


à la formule 


on en = u"(x)+- À u0(E), 


il est évident que le problème (13) approche le problème (4) $10 à l’ordre 
deux en h(*). Vérifions s’il y a stabilité. Le problème considéré étant linéaire, 
on teste la stabilité en établissant l’existence de la solution du problème 


Mn tin Gex = gs n=1,2...,N-—1, 
 . (14) 
Un = b, 


(*) Notons que s’il s'agissait de l’équation 
u”—(1+x)u = Yx, 
différant peu de l'équation étudiée, on ne pourrait conclure à l’approximation puisque 
|u””’(x)| ne serait pas borné (démontrer rigoureusement le caractère non borné de 


u””’(x)) . 
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quels que soient {g,}, « et B, et en obtenant l’estimation 
max |u, | < C{maxig.|, [æ|, IBl} (15) 


Un problème de la forme (14) a été étudié au $4 (p. 40). Sous l’hypothèse 
[bal > [anl+]cnl+0, Ô > 0, 


nous y avons démontré l’existence de la solution et l’estimation 
I 
ul < max [lal, 181, 3 max |g] (16) 


pour un problème de la forme 
Ann-1+bnn+ Cnn+1 = Ln 
Uo = &X, 
UN = B. 


S’agissant du problème (14) on a 


+. sn = 2 
An — 5) Cn = h? ? LA ne etlitx> |Gnl+]Cal+ 1. 


C’est pourquoi l’estimation (16) entraîne l’estimation (15) avec une constante 
C = 1. La stabilité est démontrée. 

La circonstance suivante pourrait s’avérer utile pour démontrer la con- 
vergence en vérifiant l’approximation et la stabilité. 

Supposons le schéma (2) décomposé en 


PU = fé”, (17) 
u® = f9, (177) 
de sorte que 
70 
par = | 
h) h) 
ro = | A jo = | . 
f), ôfi"). 


Supposons ensuite que l’approximation du problème (1) par le schéma 
aux différences (2) est d’ordre k en h, i.e. on a la condition (3), et que le 
sous-système (17°) correspond exactement à (1) pour la solution 4, 1.e. 
àf = 0 € FA : 


ùfo, 
18 
* (18) 


ôf 4) = 


Pour que la solution u(* du problème (2) converge alors vers la fonction 
cherchée [u},, i.e. pour la validité de l’estimation (7), il suffit que l’estima- 
tion (5) ait lieu non pas pour 4) € F, quelconques, mais seulement pour 
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tous les €) de la forme 


et) ed 
= 0. (19) 
où0 € FN. 

La démonstration calque celle du théorème de la convergence (voir plus 
haut). 

Le lecteur vérifiera aisément que dans le cas de l’opérateur linéaire Z, 
l'exigence que l’estimation (5) n’ait lieu que pour tous les e%) de la forme 
(19) est satisfaite en même temps que la condition imposant à l'estimation 
(6) d’être vraie pour tous les f® de la même forme spéciale 


fé, 
(4) — 
f : 


où 0 € FN). 
La démonstration de la convergence du schéma aux différences (13) aurait 
pu, par exemple, utiliser le fait que les deux conditions aux limites 


10 = [7 = fs 
UN = | 
sont remplies exactement : 
u(0) = 2, 
ul, = 
x {ul} u(1) = 1, 


en y portant la table de la solution {u], du problème (4) 810. 
On pourrait donc vérifier l’inégalité (15) ou, autrement dit, la stabilité 
du schéma aux différences (13), non pas pour un second membre quelconque 


Sn n—=1,2,...,N—1, 
fn =}, 


B, 


mais pour des seconds membres de la forme 
En n=1,2,...,N-1, 
fm =00, 
(0) 


lorsque « = Oet B = 0. 

En ce qui concerne le problème (13), nous n’avons pas mis à profit cette 
circonstance simplificatrice. Elle s’avérera par contre utile dans certains 
problèmes plus compliqués (pour des équations aux dérivées partielles). 

Disons pour conclure que le schéma de démonstration de la convergence 
de la solution de L;u#) = f) vers celle de Lu = f par vérification de l’ap- 
proximation et de la stabilité a un caractère général. On entend par Lu = f 
toute équation fonctionnelle et pas obligatoirement un problème aux limites 
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pour une équation différentielle ordinaire. La nature du problème dont u 
est solution est sans importance. L’équation Lu = f ne sert qu’à construire 
l'équation aux différences L,u®M) = f@), Développons cette idée au numéro 
suivant. 


3. Schéma aux différences convergent pour une équation intégrale. Construisons et 
étudions un schéma aux différences pour calculer la solution de l’équation intégrale 


1 
Lu = u(x)— [ K(x, y) u(y) dy = f(x). 
0 
Nous supposerons que | K(x, y)| < 0 < 1. 
Définissons N, posons À = 1/N et cherchons la table [u], des valeurs de la solution 


sur le réseau x, = nh,n = 0, 1, ..., N. Le schéma aux différences s'obtient en remplaçant 
approximativement selon la formule de quadrature des trapèzes l’intégrale de 


1 
u(x)— [ K(xa, P)uO) dy = fx), n=0,1,...,N, 
(u 


par une somme. Rappelons cette formule : une fonction g{y) deux fois dérivable sur le 
segment 0 & y « 1 vérifie l’égalité approchée 


1 
[#0 dy = (® +PitPet ... +ps1+ 2), h = _ : 
0 
l'erreur étant C(H°). Par substitution mentionnée, nous trouvons 
un — (ET UD K(x, Mu +. + Ke Ya) + 
ES) = f(x), n=0,1,...,N. (20) 


Ce système d'égalités se met sous la forme L,u(* = f4) à condition de poser 


&o» (0), 
Lu = £1 FA = PAUIE 
EN SU), 


où 


La = 4h UN + KO MU + + Ex D “|, n=0,1,...,N. 


Le schéma aux différences construit L,u# = f'® approche le problème Lu = f pour 
la solution u à l’ordre deux en k puisque la formule de quadrature des trapèzes est exacte 
à l’ordre 2. Vérifions la stabilité. Soient ut} = (us, u1, ..., u,) une solution du système 
(20) et u, une des composantes de la solution qui sont au moins égales aux autres en 
module : 

lu,| = max |u,, |. 


Il résulte de l'équation de numéro n = s du système (20) : 


Gt = [nf 4 + KG, DA + + SE 1) 


> CARIESTS Las +++) [u®T = (1— Nhe) l91 = (1-0) lu. 


= 
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Donc 
1 1 
Nu llg, = max lu) = ul 7-9 /G) DE ET LP a (PE (21) 


Il en découle en particulier pour j'(x,) = 0 que le système (20) n’admet pas de solu- 
tions non triviales et qu'il est donc résoluble de façon unique quel que soit le second 
membre f'#. L'inégalité (21) signifie la stabilité (6) avec une constante C = 1/(1-— 0). 
En vertu du théorème de la convergence, la solution u(* du problème Lu) = fa 
satisfait à l'inégalité 

Muh-u,, = max lu(mh)-u0)] & Ah, 


A étant une constante. 


813. Choix des normes 


Les notions de convergence, d’approximation et de stabilité introduites 
aux $$10-12 ont un sens si l’on met d’une façon ou d’une autre des normes 
sur les espaces U, et F, contenant respectivement la solution ##) et le second 
membre f%) du schéma aux différences 


Lu) = f 4) 


utilisé pour le calcul approché de la solution # du problème aux limites 
différentiel Lu = f. 

Voyons à quel point le choix des normes dans les espaces U, et F; peut 
être arbitraire et considérons en premier lieu la norme ||-{[y, dont la 
grandeur évalue l'écart entre la solution approchée 1) et la fonction [v], 
définie sur le réseau, i.e. la table de valeurs de la solution u. Dans tous 
les exemples précédents nous avons utilisé une norme définie par l’égalité 


Zu, = max |26°|. (1) 


Le maximum est pris en tous les points du réseau D,, domaine de défini- 
tion de la fonction z € U,. On pourrait certes poser 


20 ]lu, = h max|261, (2) 
OU 

Milo, = 7 max 12k0 ls G) 
ou même 


2 |lu, = 2-1" max 2]. 
k 


La dernière norme paraît commode puisqu'on constate pour elle la conver- 
gence du schéma aux différences 


4 “tee 3 et + Au, 


0, n=0,1,...,N—1, | 


Uo — €, 
U1 = ae” {À 
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pour la résolution du problème 
u'+Au=0, 0<x<l, 
u(O) = a, 
schéma construit au $9 en tant qu’exemple d’un schéma à rejeter. En effet, 
en vertu de l’égalité 
u(nh}=u, = ae-4%x—u, =— Ë ÆtaeAts + O(h)]h°25/#+ O(H) 


découlant de la relation (7) $9, la quantité 
us -u||u, = 2-"a max |u(mh—u®)| 


tend vers zéro avec le passage à un réseau plus fin. Il est cependant clair 
que cette tendance ne signifie en aucun sens raisonnable qu’il en est de 
même de l'erreur 24 = [u],—w%) vu que les différences u(nh)—u, peuvent 
croître brusquement (presque comme 2'4), ce qui est justement notre cas. 

Les normes (2) et (3) ne sont pas non plus à recommander parce qu’elles 
ne caractérisent pas suffisamment l’erreur [u],— 14h). 

On choisit d’ordinaire une norme dans U, de façon que pour le pas h 
tendant vers zéro elle change en une norme de fonctions données sur le 
segment tout entier, c’est-à-dire qu’on ait l'égalité 


Jim lil, = [[u|lu, (4) 


où ||-||u est la norme dans l’espace de fonctions sur le segment dont fait 
partie la solution u(x). La norme 


ZW lu, = max|z9 


répond à cette condition si on prend pour U un espace de fonctions conti- 
nues tel que 


Nullu = max {u(x)!, 
0O<x<1 


et si la fonction [u]; se confond par définition avec u(x) aux points du réseau. 


La norme 
ei, = VhZl re (5) 


est elle aussi une norme raisonnable. Elle vérifie la condition (4) si on prend 
pour U un espace de fonctions continues de norme 


iuilu = V fc, 


la fonction [u], étant toujours définie comme se confondant avec u(x) aux 
points du réseau. 
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En cas de u(x) discontinue mais de carré intégrable, U peut être un espace 
de fonctions de carré intégrable muni de la norme 


Iullu = Vhrcodx 


et la valeur w, de [u]; se définit non pas d’après la formule u, = u(nh) qui 
est éventuellement dépourvue de sens, mais par 


On a alors pour la fonction discontinue u(x) 


1 
li = 2 dx. 
Jim !IUkllu, Vi dx 


Il est clair que la convergence 


lim [140 |lu, = 0 
h—>0 


au sens de la norme (1), i.e. la convergence uniforme, entraîne la conver- 
gence au sens de la norme (5), 1.e. la convergence en moyenne, mais que 
la convergence en moyenne n’implique pas celle uniforme. De toutes les 
normes raisonnables vérifiant la condition (4) on choisit donc celle pour 
laquelle on démontre la convergence d’un schéma aux différences concret. 
Ce choix n’obéit à aucune règle universelle. 

S'agissant d'équations différentielles ordinaires et d’équations aux dif- 
férences associées que nous sommes en train d’étudier dans ce chapitre, 
on se contente d’ordinaire des normes (1), (5) ou d’une norme de la forme 


h lie 
[Iz@Ilu, = max [max 12, max EE | (6) 
se h 
qui tient compte de la vitesse de variation de la fonction discrète lorsqu'on 
passe d’un point du réseau à l’autre. L'égalité (4) est juste pour cette norme 
si on prend pour U un espace de fonctions continûment dérivables de norme 


Iully = max | max [u(x)|}, max 1]: 
O<x<1 0<x<L1 


Dans le cas d'équations aux dérivées partielles et de schémas aux diffé- 
rences correspondants il y a parfois intérêt à introduire des normes assez 
ingénieuses adaptées à tel ou tel problème concret. 

Passons au choix d’une norme dans l’espace F, auquel appartient le 
second membre du schéma aux différences L,;w#) = ff". Soulignons que 
la convergence ||[u]4—1##||u, — O du schéma aux différences pour la 
norme ||-|lu, choisie ne dépend pas de la façon dont on a introduit la 
norme ||-||r, ni en général du fait de son existence. Si nous considérons 
F, comme un espace vectoriel normé, c’est uniquement pour ramener la 
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démonstration de la convergence et la vérification de l’ordre de précision 
du schéma aux différences à la vérification de l’approximation d’un certain 
ordre et à celle de la stabilité. 

La discussion du choix d’une norme dans F, se fera sous l’hypothèse 
que le schéma aux différences L;u®) = f\H) soit linéaire. Le seul but de cet 
artifice est d’éviter des raisonnements superflus. 

Supposons que pour un choix fixe de la norme ||-||® le schéma aux 
différences L;u) = f®) approche le problème Lu = f pour la solution u à 
un ordre hk et est stable. En vertu du théorème de convergence le schéma 
Lyu®) = f4 est alors convergent et exact à l’ordre H* : 


ua ||u, < Ch£. (7) 


L'’approximation signifie, rappelons-le, la validité d’une inégalité de la 
forme 


[| Lalu]s — fU)| ©) = Cihk. (8) 


La stabilité équivaut à dire que le problème L;u#) = f) possède une solu- 
tion unique quel que soit f® € F,, de plus 


POP A PAT (9) 
Si l’on choisit une autre norme ||-||r, en posant 
AID = | FOI, (10) 
les inégalités (8) et (9) sont évidemment remplacées respectivement par 
Lyfu]s— fa < Chk+i 
: C ne (11) 
PAPERS FAI 


L'approximation sera donc non pas d’ordre k en h, mais d’ordre k+1. 
Cela ferait conclure à tort que l’ordre de précision du schéma aux différen- 
ces est “+1 et non pas h#. C’est que l'inégalité (9) ne signifie plus la stabilité 
qui n’a en général pas lieu pour ce nouveau choix de la norme. 

Si, à la place de (10), nous avions introduit une norme ||-||@ définie 
par 


I F®ID = IF PI, 
nous aurions 
I Lafu]a ONE < Cihit, (12) 
[a] 5 Coh | FOIE (13) 
au lieu de (8) et (9). L’inégalité (13) garantit la stabilité puisque C2h ne 


peut être remplacé par une constante C2: indépendante de h qu’en renforçant 
l'inégalité. L’inégalité (12) signifie une approximation d’ordre k—1 en h. 
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Pour la norme || 1® ainsi choisie, nous ne pourrions garantir, en 
vertu du théorème de convergence, que l’ordre de précision k—1 du schéma 
aux différences L;u# = f(, soit un ordre d’une unité inférieur à celui 
garanti par l'inégalité (7). La perte d’information sur l’ordre de précision 
est due à un choix malheureux de la norme dans l’espace F;. 

Pour mettre en évidence de façon correcte l’ordre de précision du schéma 
aux différences, on doit choisir une norme ||-||r, telle que l’ordre d’appro- 
ximation soit le plus élevé possible et la stabilité se conserve. I1 n’existe pas 
de règle générale présidant à un tel choix de ||-{[#, (*). I y a plus. Il n’est 
pas toujours possible de choisir une norme de façon qu’il y ait approxima- 
tion et stabilité à la fois. Dans le cas contraire, en dépit de l'exemple du 
$ 9, tout schéma aux différences serait convergent. 

Nous allons cependant présenter une considération d’ordre général qui 
aide à choisir correctement une norme dans l’espace vectoriel F;. En choisis- 
sant ||-||F, on utilisera le fait que la solution du problème aux limites 
différentiel Lu = f à la base du schéma aux différences L;u(# = f# dépend 
de façon continue du second membre f. 

Soit par exemple le problème 


À + Au = gx), u(0) = a, 0O=x=«l. 


Les variations ôg(x) et Ôa sur les seconds membres de l’équation et de la 
condition aux limites respectivement entraînent une variation Ôu(x) du 
même ordre de grandeur sur la solution u(x). 

Considérons le schéma aux différences 


Lu) = J He + Au, ni PXn), n=0,1,..,N—1, 
| Uo — GG, 
de sorte que 
gx), n =0,1,...,N—1, 
(x) — 
gu=l® 


Définissons comme d’ordinaire une norme dans U, par l’égalité 
lu, = max [ul]. 
m 


On ne s’attend à la stabilité que si la norme 
Xn 
Lot, = FC 
Fa 


dépend essentiellement de g(x,) et de a. Elle peut s’écrire par exemple 
FAIT, = max flat, MAX Pm |. (14) 


(*) Cela est également vrai pour les schémas aux différences servant à résoudre les 
équations aux dérivées partielles. 
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En considérant plus haut ($12) un problème non linéaire plus général nous 
avons démontré la stabilité pour cette norme. 
Il n’y aura pas de stabilité si la norme est choisie disons par la formule 


IFAILr, = max [* [a|, max |pmi|; 


où a figure avec un poids diminuant avec h. 

La stabilité au sens de cette norme signifierait que la solution #* dépend 
de a plus faiblement que la solution u de l’équation différentielle. Or, pour 
h faible, la solution de l’équation aux différences diffère peu, vu la conver- 
gence (il y aurait convergence en cas de stabilité puisqu'il y a également 
approximation), de celle de l'équation différentielle et, la valeur initiale de 
a variant, elle doit varier à peu près comme la solution w(x). 

Soyons plus nets : pour ce choix de la norme le problème 


HT + Auy = Pro n = 0, 1, .s N—1, | 
uo = 0 | 
approche le problème 
d 
+ Au = q(x), u(0) = a 


pour la solution u(x) quel que soit a. S’il y a stabilité, la fonction #(#) indé- 
pendante de a devrait donc converger vers la solution (x) quel que soit a 
donné. Mais #%) ne peut converger vers divers u(x) à la fois. 

Dans le cas du schéma aux différences 


ani Patlens + 4 tient Bu, = qu, n=1,...,N, 


Uo — &, (15) 


Uy—Uo _ 
ho b 


pour le problème 


du du - : 
Et A 7 + Bu = (x), 


u(0) = a, 
du(0) 
dx b 


on établit, en se servant des mêmes considérations, que la norme 


P(Xn) 
NPA, — a 
b |r, 


112 CONVERGENCE, APPROXIMATION ET STABILITÉ (CH.S5 


dépend essentiellement de y, a et b. Elle peut s’écrire 
IF@Ir, = max [lal, lb], max |Pm|], (16) 


mais on s’attendra en vain à la stabilité si l’on choisit pour norme || f 4) || F, 
par exemple la quantité 


HF@IE, = max [la h]\b!, max |Pmi]. 


Donnons au schéma (15) un aspect légèrement différent : 


Mnta That Bus + À ee + Bu, = q(xx), 
Liu) = es (17) 
üu1 = a+bh, 
de sorte que 
P(xn), n=1,2,...,N—1, 
fn = Ÿ a, 
a+bh. 
On introduit une norme dans F, en la définissant pour un élément arbitraire 
Ps 
g = { «, par une formule du type 
B 
Iglle, = max [lal, GE, max pi, (18) 


où |B—a| figure avec un poids 1/h croissant pour h — 0. En effet, une 
variation h sur « ou B équivaut à faire varier wo ou u1 de la même quantité, 
Jia tot variant alors d’une quantité de l’ordre de 1. Pour un schéma stable 
ce deniet fait entraînera une variation de l’ordre de 1 sur la solution de 
l'équation 

— u,+n Un+1 —U 

Un+1 — n—1 n+1 n—] _ m 
h° FA un = Fr 


[1 — ol 


puisque si le rapport varie de O(1), cela équivaut à une variation 


de l’ordre de 1 sur le second membre de la condition —— 20 


blème différentiel. 
Ï n’y aura pas de stabilité pour une norme définie par la formule 


Ig# Ir, = max [el [B|, max Pmi]» 


— b du pro- 


Le. comme elle l’a été plus haut quand nous avons utilisé l’espace F, pour 
équiper le schéma aux différences (15). L’ordre d’approximation des sché- 
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mas (15) et (17) pour les normes respectives (16) et (18) est le premier en À 
pour les deux. La stabilité de ces schémas pour les normes (16) et (18) sera 
démontrée au $14. 


814. Critère suffisant de stabilité des schémas 
aux différences pour le problème de Cauchy 


Nous allons étudier la stabilité des schémas aux différences L;u(#) = ft 
pour la résolution d’un problème différentiel avec conditions initiales (pro- 
blème de Cauchy) et nous examinerons à cet effet des exemples caractéristi- 
ques de schémas aux différences approchant les problèmes 


du _ ee 
1u= | mtA= HR) 0<x<l, (1) 
u(0) = a, 
P+ Av+ Bw = px), 0O<x<lI, 
X 
d 
= l(,)= | at Co+Dr= at 0<x<l 
v(0) = a, 
w(0) = b, 
d d 
TE + A+ Bu = qÜx), 0<x<l, 
Lu = u(0) = a, (3) 
du(0) _ 
dx b. 


Pour que la notion de stabilité du schéma L;u#) = f) ait un sens, 1l 
faut définir les espaces vectoriels normés U, et F, dont font partie respecti- 
vement la table {1}, de la solution « du problème différentiel, table qu’on 
se propose de calculer approximativement, et le second membre f(# du 
schéma aux différences. 

Rappelons que le schéma aux différences L,utn = f4) d’opérateur 
linéaire L, est dit stable si le problème L;w" = f( admet une solution 
unique #4) € U, quel que soit f'® € F, et si, de plus, 


IP u, < CII. 


En résolvant le problème de Cauchy on calcule d'ordinaire #) de proche 
en proche en passant d’un point du réseau aux différences au point voisin. À 
condition d’obtenir à chaque pas du processus de calcul une estimation de la 
croissance de la solution uw = {##)}, on a là un procédé d’étude de la sta- 
bilité parmi les plus universels. Voici son idée. 

1. Exemple préliminaire. Prenons pour commencer le schéma aux diffé- 
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rences simple qui nous est déjà familier 
He + Au = nn = 0,1, ..., N—1, 

(= 1/N), @ 


Uo = € 


Liu) = 


pour le problème (1). Il s’écrit sous forme récurrentielle 


Un+1 = (1—Ahhu,+hy,, n =0,1,...,N—1, l (5) 
Uo = 4. 
D'où 
u1 = (1— Ah)uo+hgo, 
Ua = (1— Ah} uo+h[(1 — 4Ah)}yo+ 1], 
u3 = (1— 4h}uo+h[(1 — 4h) po+(1 — Ah)p1+ pol], (6) 
Un = (1— Ah}uo+ h[(1 — Ah} -1po+ (1 — AhY pit ... +pil. 
Définissons les normes dans U, et F, par les égalités 
(alu, = max |, (7) 
| O<n<N 
If® le, = M = max (al, max |p!l (8) 
| 4 |A, 0<m<N 


Utilisons le fait que l’expression (1 — 4h)" est bornée pour nr = N = 1/h : 
[(1— Ah}] < C1. (9) 
Moyennant (9) nous déduisons de la formule (6) 
[u,l & Ciluol + hNCimax|p,| = 


= Cijaj+Cimaxiqul <2C1i[fiir,. (10) 


n = 0,1, ..., N étant quelconque, il en résulte 
[rbllu, < 2C11S0 ir, (11) 
ce qui démontre la stabilité. 


2. Schéma aux différences sous forme canonique. Introduisons de nouvel- 
les notations en posant 


Un = Yn Ry —_ (1— Ah), On — Pn- (12) 
Les égalités (5) se mettent alors sous la forme 


Yn+1 — RyYn+hOn l 


13 
Yo donné. (3) 
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Répétons tous les calculs précédents avec les notations (12). Les égalités 
(6) prennent alors la forme 
ÿY1 = RyYo+h00;, 
Ye = Riyo+h{Rr0o+ 01}, 
ya = Riyo+h{Rigo+ Rro1+ 02], (6°) 


D'où 
max|y,| < max | R£l-[|vol+AN max leaf]: 


Les normes ||-{[u, et ||-||r, Sont maintenant définies par 
ab|lu, = max|}Al, (7°) 


[FI = max [lyol, max | en[]. (8) 


Compte tenu de Nh = 1, nous pouvons écrire 
eP{lu, < max] Rl-21| FAI. 


La démonstration de la stabilité sera achevée si nous établissons que 
l'ensemble de nombres | R?| est borné uniformément en h, c.-à-d. que 


[RE <C, n=1,2,...,N. (9°) 
Mais 
[RE << (1— Ah)" & (1— 4h) NY &el4Al = C. 

L'écriture (13) du schéma aux différences a permis de ramener la démons- 
tration de la stabilité à l’évaluation de | R£|, ce qui constitue un procédé 
très commode. Si bien que nous procéderons de même avec tous les autres 
schémas aux différences pour la résolution des problèmes avec conditions 
initiales, à savoir nous les ramènerons à la forme canonique (13) pour y,, 
On et R; différant d’un cas à l’autre. 

Mettons par exemple sous la forme (13) le schéma aux différences 


HR + Av, + Bw, = Pn n=0,1,...,N—1, 


Lun) _ He + Cun+ Dw, — ns n — 0, 1, ..) N—1, (14) 
Vo — 4, 


Wo = db 


approchant le problème de Cauchy (2) pour un système d’équations différen- 
&e 
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tielles. Ici 
Pns 0,1,..., N—1, 
ns n = 0, 1, .  N—1, 
(h) — 
J he 
b. 


Ecrivons le schéma aux différences (14) comme 


bas L.] +( ) | = PL n=0,1,...,N—1, 
C D/lw, Qn 


el” bo] 


B : | 
( ] étant une matrice du second ordre. Mettons cette équation aux 


Lu) = 


différences vectorielle sous forme d’une relation récurrentielle : 


Bale (Ces 1208) 4e 
Wh+1 —Ch 1—-Dh} |w, An 
Vo . a 
be] ll 
Si l’on pose 


Ya = Un = M R, = Fe, 2 On = "| 
Wh —Ch 1—-Dh Qn 


la dernière écriture prend la forme cherchée (13). 

3. Stabilité en tant que borne des normes des puissances de R;. L'écriture 
(13) entraîne (6”). Cela est vrai pour toutes les équations de la forme (13) 
quelles que soient la dimension de l’espace vectoriel Y dont font partie les 
vecteurs y, et p, et la forme de l’opérateur linéaire R;. 

Si l'on munit l’espace Y d’une norme ||-||>, les égalités (6°) entraînent 
l'estimation 


all < Rire Polly + AUTRE y golly+ +. +Il@n-1lly) (15) 


Rappelons qu’on appelle rorme ]||T;il d'un opérateur linéaire T d'un espace vecto- 
riel normé Y dans lui-même le nombre 


nr = sup TX GO prie sup Till. 
ser Ilxil Izll-Lz€er 


11 en résulte, vu les propriétés d’une norme vectorielle, 
ITxil << NTI x ||, 
HAT || = |Ai-IIT|, À étant quelconque, 
NTI TI. 
Nous nous sommes servi des deux premières propriétés pour obtenir l'estimation (15) 
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Cette dernière entraîne évidemment 


max ||y,ily< max IR [Dolly + NA max Ienllr] (16) 
0OKn«EN O<n<N OK<n<N 


Supposons que le schéma aux différences Lu") = f®) est réduit à la forme 
canonique (13) et que les normes sur les espaces U,, F, et Y sont choisies de 
façon qu’on ait les inégalités 


[a#|lu, < Ce max ||y:l|r, 
0OKn<N 


[Yollr < C2llfO Ir, (17) 
Il@nllr << Cell Sr, 
Pour qu’il y ait stabilité 
Du, « CFP, (18) 


il suffit alors que les normes || R?'||7 des puissances des opérateurs R, soient 
bornées uniformément en h, c’est-à-dire qu’on ait la condition 


IIRllreCs n=1,2,...,N. 


Ceci étant, on peut prendre pour C figurant dans la définition de la stabilité 
(18) le nombre 
C = 2CiC. 


Cette assertion se démontre moyennant la chaîne suivante d’inégalités 
évidentes écrites compte tenu de Nh = 1 et des conditions (17) et (18) : 


u@]lu, < Comax||y,lly < Ce max || R?|| [C2+ 


+C2]lISOIIr, & CoCalC2+ Ce] 1 FM1Ir,, 
ou 


uhilu, < CFO, 
4. Exemples d’étude de la stabilité. 


EXEMPLE 1. Passons à l’analyse de la stabilité du schéma aux différences 
(14) pour un système d’équations différentielles. Munissons U, et F, de 
normes définies par les égalités 


| 
Hu |lu, = | qe. = max [max ll, max !Wl|; 
n} ||U, n n 
Pn 
| Qn 
PAIE, = , = max [lat |b', max|p,!, max |gn|]. 


bJlk, 
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En introduisant les notations 


: | R. = de — Bh = [Pa 7. 
nf Re (Ca p ec[af fl 
le système considéré d'équations aux différences se ramène, nous l’avons vu, 


à la forme canonique (13). 
On prend une norme dans l’espace bidimensionnel Y dont font partie 


Yn et Oh en posant 
791 | 
Al 


Les normes dans U;, F, et Y vérifient les conditions (17). Il suffit donc 


de démontrer que 
I|R?llr<M, n=1,2,...,N, M = const, 


= max [|y91, |yP1]. 
4 


balle = 


pour qu’il y ait stabilité. 
Notons que pour la norme vectorielle choisie dans }, la norme de tout 
opérateur linéaire 
T = se n 
l21 oo 
est donnée par la formule 
T1] = max [|f11l+|fa2l, |fo1l+|f2el], (19) 
étant donné que os ITx|lr = |[IT|lr est atteint pour au moins un des 
1 
vecteurs x — |: >  X = ne 
En vertu de la formule (19) donnant ||7|| on a 
(Rally = | re 
—Ch 1—Dh} ||; 
<max{|1—4h|+]Bh|,11-Dh|+]|Ch]|] = 1+C'h. 
Donc 


IL RAlly < ITRS  (+CRN me = M, n=1,2,...,N, 
et la stabilité est démontrée. 
E XEMPLE 2. Soit le schéma 
HR + Au = mn = 1,2,..., N—1, 
(20) 


Uo = &, 


u1 = B, 
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qui pour & = a, B = (1— 4h) a+hpo approche le problème de Cauchy (1) 
à l’ordre 2 er A. 
Introduisons les normes ||-||u, et ||-||r, par les égalités 


uPIlu, = maxlui, 
n 


SOI, _| | = max Ils 16, max |gh|]- 
| B F, ° 


Pour établir la stabilité nous essayerons de mettre le schéma aux dif- 
férences sous forme (13) et de ramener la démonstration à l’obtention de 
l'estimation ||R?|ly < C. Récrivons l'équation aux différences (20) 
comme 


Un+1 = Un-]1 —2Ahu,+2hy4. 


L’équation reliant non pas deux mais trois valeurs successives u,-1, u,, 
Un+1, le passage à la forme (13) s’en trouve entravé. On tourne cette difficulté 


en posant 
LE" 
Yn — . 
Un 
Le couple d’égalités 


Un+1 = Un-1 —2A4hu,+2h;, 
Un = U, 


(21) 


exprime alors les composantes du vecteur y, en fonction de celles du vec- 


Un+1 — 2Ah | Un 2Pa 
= h : 
= | ] 0) PRE | 0 | 


Ainsi, nous avons réduit le problème (20) à la forme (13), où 


nef) ef 
 — k ei | 


a 


Munissons l’espace bidimensionnel Ÿ auquel appartiennent y, et p, d’une 
norme définie par 


| 


(I) 


j — max (Iæ!, |B1). 
Y 


On constate alors aisément que les normes 
Hunl|u,s IFAGIEE ITAITA | Jollr 
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satisfont aux conditions (17). L’estimation 
—2 Ah 1] 
LE 
1 O7 ||y 


=(1+2| 4h} <el4l, n=1,2,...,N, 


I Rllr < IRIS = 


démontre donc la stabilité. 
EXEMPLE 3. Etudions la stabilité du schéma aux différences 


Uo — &, (22) 


U1—Uo _ b 
h $ 


qui approche pour un choix usuel des normes le problème de Cauchy (3). 
Définissons deux normes ||#)||, et || f||F, par les égalités 


lu, = maxju,l, 
n 


Pn (23) 


FA Ir, = |la su LL |b|, max |gn]- 
b |fr, ; 


On ramèëne le schéma en question à la forme canonique (13) en posant, 
comme dans l’exemple 2, 


Un+1 
Yn = | | (24) 
Un 
En vertu de l’équation aux différences donnée, les composantes du vecteur 
(1) 
Ya = . s’expriment alors de façon unique en fonction de celles du 


n 
vecteur y,_1 par les formules 


2 o 2— Ah n 
Ya = 354% [e-8nD-T 7P + quel, 


Eh = 70 


(25) 


Donc 
Yn+1 = Raÿnthon nn =0,1,...,N—2, 


4—2Bh%  _ 2-Ah 2h° 
Ry = 2+ 4h no) On = pra " (26) 


| (à (à 


où 
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U — Uo 


Calculons le vecteur yo à l’aide des conditions uo = a, te b (voir 
(22)), il vient 
a+bh 
= [| en 


ce qui achève de réduire le schéma considéré à la forme (13). 
On voit facilement qu’en définissant la norme du vecteur | comme 


max(|æ|, |B|), dans le cas de notre opérateur R,; la démonstration de la 
stabilité n’est plus si facile parce que ||R;|| = 2 et || R;[|" — +. Aussi 
la norme sur Ÿ ne sera pas définie comme dans l’exemple 2. Nous posons 


rÿ 


h 
L'indice h de Y doit souligner la dépendance de la norme par rapport à 
h. Pour le choix fait des normes, il y a entre |lM)|lu,, || f@]Ir,, [Only 
| Yollz, les relations (17). II reste à tester la condition || R£||», «< C, n = 1, 
2, ..., N. Nous connaissons la formule (19) exprimant la norme d’un 
opérateur en fonction d’éléments de la matrice qui le définit si la norme 
dans } est définie par 
il 
r 


Ramenons à ce cas le calcul de la norme d’un opérateur dans l’espace Y, : 


(9 (a er sl |, s|;] 
avees = (| 


1h n) Montrons que toute transformation linéaire T opé- 
rant dans Y vérifie l'égalité [[T ||}, = ||ISTS-i|;. En effet, 


B—-a 


h 


= max ||a|, 


= max[ a, |Bi]. 


rs 


? 


Y 


œ x œ 

= (el, es 6GDl, 

B rs B Y B Y 
Ensuite 

I Txil,, I STS-1SxlI; 
en EC ee 

— max ST Ur = ||[STS-1|};. 
rer Vlr 

Notons à présent que 


IRllr, = SRES Ir = [SRS"Ilr < TISRYS IS. 


122 CONVERGENCE, APPROXIMATION ET STABILITÉ (CH. 5 


Comme S-1 — ( ' on a 


| 
2B 2— Ah 
1 h h 
2 2+ 
SR,S-1 = ni 
2+4h 2+ Ah 


Donc 
ISReS 1 ||y < 1+Ch, 
C étant une constante Er de h choisie o la condition 


2 Ah 
1+Ch > max Ï 1 2+ Ah T+ Ah hr 2+ A h|]. 


En particulier, pour À suffisamment petits, cette condition est évidem- 
ment vérifiée par le nombre C = 1+2]4| +2]B|. 
Ainsi, 
Rgilr,  SRS IE  (1+Ch) NY <ec, n=1,2,...,N, 
ce qui garantit la stabilité du schéma étudié. 


ni+ 


sn 


S. Non-unicité de l’écriture canonique. Un schéma aux différences peut être ramené 
à la forme canonique (13) par diverses techniques. En posant y, = Ty, avec Tune trans- 
formation linéaire quelconque de l’espace Y dont font partie y, et »,, on passe à l'écriture 


Pari = Rip, +hos, 
] + AYn T /10 (13) 
Yo donné. 
Ici Ri = TRT-', 9, = To,, Yo = TYo- 

(72 


En faisant y, = | mu | au lieu de y, = Fe 1 dans l'exemple 3, nous aurions 
Le. h : n 


abouti à l’écriture (13) où 


1 h 0 
R, = 2hB ae) On — | 2 | 
2+hA 2+hA 2+hA rt 
(el | = max(|æ|, | B1), les condi- 
) 
tions (17) se seraient trouvées satisfaites. Le caractère borné de || Rj|l7 est évident : 
RS lp Il R, ll? <(1+Ch)ÿ <e, 
avec C choisi à partir de la condition 


i 2hB | ‘ 2-hA4-2kB 
= max (1+ 4, 1+ 


En choisissant la norme dans Y selon la formule 


1+Ch > max (1+4, + 5 hA 


A1A1+181/) n) 
2-|A14 ; 
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Le choix de la dimension de Y comporte lui aussi un certain arbitraire. Nous aurions pu, 


Un+se 
u - ‘ . : 
par exemple, poser non pas y, = fs mais y, = ns , artifie qui n'aurait pas 


d’ailleurs simplifié l’étude de la stabilité dans cet exemple. 


Faisons le bilan de nos raisonnements. Les exemples considérés per- 
mettent de conclure qu’en étudiant la stabilité du schéma aux différences 
L,u®) = f%) pour la résolution du problème de Cauchy à coefficients 
constants, il y a intérêt à réduire ce schéma à la forme (13) : 


Yn+1 = RHn+hon n — 0, 1, .., 
Yo donné. 


Si l’espace dont font partie y, et o, est muni d’une norme de façon à 
satisfaire aux conditions 


#D lu, < C2 max||}y,||, 
n 


Ignll < Cell Ir (28) 
IL poll < Cell FA Ir 


il suffit, pour avoir la stabilité, que les normes des puissances de l’opérateur 
R, soient bornées uniformément en h 


1 Rÿ il < C3, n — 1,22, ass AN 
La condition suffisante en est évidemment l’inégalité 
I R4ll < 1+Ch, 


avec C” indépendant de À. 
La constante C figurant dans la définition de la stabilité 


lulu, « CFA, 
peut être dans ce cas prise sous la forme 
C = 2C:C3. (29) 


Exercices 


1. Démontrer la stabilité des schémas aux différences suivants servant à résoudre 
le probleme u’+ Au = g(x), u(0) = a. Trouver la constante C figurant dans la définition 
de la stabilité [ju 1], < CIIF# I. 


a) + A(nhju, = qu n=0,1,2,..., N—1, | 


Uo = 4 
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si | A(x)| « M = const et les normes sont introduites au moyen des égalités 


Nul, = max laut, 1/1, = maxflal, max gui] 
Un+1 — Un 
b ——————— + Au, — n? . 
) h Tr | Pour les normes voir a). 
Uo — G. 
c) HR +4 ue = e[(n+)4l, n=0,1,..., N-1, | 


Uo — 4, j 
1 
(ul, = maxlush  1A%II,, = max (lai max |p{{n++)u]). 


x : u{i 
2. Le même exercice sous l'hypothèse que u, = | est un vecteur, À = 


u(°) 
L ] 
À : a (1) 
é 1) une matrice ct a = pal. Pn = FA sont des vecteurs. Les normes sont 
si 2 2 k 


données sous la forme 


ab, = max (ufD1+ 12621), 
PP, = max[lal+lasl, max (gi 1+ lg DT [4,09] < M. 


3. Réduire à la forme canonique y,,, = R,y,+/0,, yo donné, l'équation aux différen- 
ces 
— ? = 
RS MT Se DD. 
h 
Un+s 
à condition de poser y, — | 


815. Critère spectral nécessaire de stabilité 


Nous avons montré au paragraphe précédent que le fait de ramener 
le schéma aux différences pour le problème de Cauchy à coefficients cons- 


tants 
Lun = FU) (1) 
à la forme 


(2) 


Yn+1 = RyYn+h0n, n — 0, }; ie | 
Yo donné 


peut être utilisé pour démontrer la stabilité : dans certaines conditions 
((17) $14), l'estimation 


I Réllry <= €, nn = 1,2,...,N, (3) 


est suffisante pour avoir la stabilité. 
Nous allons maintenant montrer que dans certaines conditions natu- 
relles elle est également nécessaire et établir que, quelle que soit la norme 
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choisie, la condition nécessaire de (3) est que le spectre de la matrice R;, 
1.e. l’ensemble de racines de l’équation 


det (R;,—ÀE) = 0, (4) 
se trouve dans le cercle 
|A] < 1+Ch, (5) 
avec C indépendant de A. 

1. Une condition nécessaire de stabilité est que les normes des puissances 
de l’opérateur R, soient bornées. Nous constatons, en reprenant tous les 
procédés examinés de réduction des équations aux différences à la forme (2), 
que si leurs seconds membres sont nuls, alors p, = 0. 

Soient les constantes M1 = Mih) — O0 et M2 = Mafh) = O telles 
qu’on ait les inégalités 

# lu, > Mimax||y,ll, (6) 


ol > Mel fr, (D 


(la dernière dans la condition ep, = 0). Les seconds membres d’une équation 
aux différences (ou d’un système d’équations aux différences) étant nuls, 
l'équation (2) prend la forme 


Yn+1 = RHÿn 
d’où 
Yn = Rio (8) 
Ensuite, en vertu de (6) et (8), 
a@ lu, > Mi max Il RiYoll- (9) 


La définition de la norme d'un opérateur linéaire entraîne que le vec- 
teur yo d’un espace de dimension finie peut toujours être choisi de façon 
que || Réÿoil = Il Riil-| oil pour #7 donné. Pour un certain y, (dépendant 
de A) on a donc 

max || Riÿo:l = max! Rji]r-|| Poll. (10) 


Avec ce choix de yo, on obtient en vertu de (9) et (10) 
lo, > Ma maxi Re ol > MiMe max || Rjil-i In (6) 
Il découle de la dernière estimation que si le schéma aux différences 
(1) est stable, la constante C’ entrant dans la définition de la stabilité 
ii, = CSA, 
vérifie nécessairement l'estimation 
C'> MiMamax || Rj]|. (677) 
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On en conclut en particulier que si les normes ||#*||u,, || f®1[r, et | yal| 
concordent de façon qu’on ait les conditions (6) et (T), alors (3) est une 
condition nécessaire de stabilité. La condition (3) équivaut à assujettir la 
solution {y.} de l'équation homogène y,,1 = R4y, à satisfaire pour tout 
Yo à l'inégalité 

Eyall & Cliyoil, #7 = 1,2,...,N. (11) 


Dans les exemples 1 et 2 du $14, les nombres M, et M2 peuvent être 
indépendants de À (égaux à 1), fait que le lecteur vérifiera sans peine et 
qui témoigne du caractère naturel des conditions formulées. 

Dans l’exemple 3 du $14, où le schéma aux différences (22) a été rendu 
canonique à l’aide de l’égalité (24) et où les espaces sont munis des normes 
(23). la condition 4%) ||y, > Mimaxiiy,l| n'est remplie que si M1<h/2. 


n 
Pour un autre choix de la norme ||#(#)!!;;,, notamment en posant 


Hu ]|u, = max [max lun max He | (12) 
n n | | 


on peut faire M1 = 1, M2 = 1 et l’estimation (3) est une condition néces- 
saire de stabilité. Des normes ainsi modifiées satisfont toujours aux con- 
ditions (17) du $14 sous lesquelles l’estimation (3) en est une condition 
suffisante. 

2. Critère spectral de stabilité. On évalue également ||R;|| par les va- 
leurs propres de la matrice R;, 1.e. par les racines À de l’équation 


det |: Ri—2E | = (0. 


S1 À est valeur propre, il existe un vecteur propre y tel que R;7 = 4y. C’est 
pourquoi 
= 2, Rp = lAMiyE IR æ A7. 


Pour que |i R?|| soit borné, il est donc nécessaire qu’il en ait de même 
des puissances des valeurs propres |2"!, n = 1, 2, ..., N. Pour cela il 
aut q ue toutes les valeurs propres se situent dans le cercle 


2] < 1+ch (13) 


du plan complexe (c étant indépendant de h). Dans le cas contraire, pour 
c quelconque et h suffisamment petit, 


1 ch 
— In (1+ch) c(1-<) 
h > € 27e. 


1 

LR = AN > (l+ch)f =e 

Le eritère énoncé d’évaluation de |! R;l' selon la position du spectre 
(i.e. l’ensemble de valeurs propres) de l’opérateur R, ne dépend évidemment 
pas de la façon dont on introduit la norme dans l’espace où opère R,. 
Le critère spectral de stabilité (13) ne dépend pas non plus de la tech- 
nique de réduction du schéma (1) à la forme (2). Si au lieu de (2), on a 
Yan = Ry,+ho,, de sorte que y” = Ty, R; = TR,T”1 avec T un opérateur 
linéaire non dégénéré arbitraire, alors les spectres de R, et R; coïncident. 
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En effet, 
det(R,—ÀAE) = det(TR,T-!—-2E) = det{[T(R,;,-24E)T"!] = 
= det T det(R,—2ÀE)det T1 = det(R,—2E). 


Aussi les équations det (R,—2E) = 0 et det (R;-2E) = 0 possèdent- 
elles les racines À identiques. 


3. Discussion du critère spectral de stabilité. Nous avons montré plus haut qu'en 
choisissant les normes conformément aux conditions (6) et (7), la position du spectre de 
l'opérateur R, dans le cercle 

[Al & 1+ch, (13) 


qui est nécessaire pour que || R3|| soient bornés, constitue de même une condition néces- 
saire de stabilité. 

Supposons la condition (13) enfreinte brutalement de façon que pour des À > 0 
suffisamment petits, il existe une valeur propre À de module notablement supérieur à 1, 
par exemple 

[Ai > 1+hi-s, 


où e > Oest indépendant de .. Le schéma aux différences (1) est alors instable pour tout 
choix raisonnable des normes |l4#1|,, et |1/®11,, même sans imposer à ce choix les 
conditions (6) et (7). 

Ce que nous venons de dire ne constitue pas un théorème ne serait-ce que parce que 
nous nous sommes servi du terme « raisonnable » n'ayant pas reçu de définition rigou- 
reuse. Voyons ce que nous avons en vue. 

Pour tout choix raisonnable de la norme ||wt*?||, , °n Peut prendre un k, positif 


tel que, quels que soient k suffisamment petits, on ait l'inégalité 


PT > h* max lu, |. (14) 


Dans le cas contraire, l'égalité (4) du $13 


lim elle, = lulle 
A — 0 


ne peut évidemment avoir lieu. 
Ensuite, pour tout choix raisonnable de la norme ||/‘”]|,, on peut prendre un 


k. > 0 tel que pour tous les h suffisamment petits on ait l'inégalité 
EL Le SANS (15) 


où F désigne le maximum des modules des composantes de 4 € F,. Dans le cas contraire, 
le schéma aux différences (1) ne peut approcher le problème Lu = f pour la solution u : 
nous avons constaté que les composantes du résidu Ô/t# apparu par substitution de 
{u], dans le premier membre du schéma approximant (1) tendent vers zéro au plus comme 
une certaine puissance du pas 4. 

Ramenons maintenant le schéma (1) à la forme (2) en posant 


[rt ll, 
Nous estimons, pour fixer les idées, que l'équation aux différences proposée relie 
trois valeurs successives U_1, Uns Un+2- 


Si le second membre de l'équation aux différences à la base du schéma (1) est posé égal 
à zéro, alors, pour un certain r = 0, on a l'inégalité 


max [luol, [u1] = [Vollr > h'F, (17) 


= max [|æ|, [BI]. (16) 
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puisque les relations entre u, et #,, qui figurent dans le schéma aux différences, sont de 
la forme 
Uo — à, Uo — QG, 


OÙ ur: -U 


u = b, | 0 J 


ou d’une forme analogue. 
On constate donc qu'on a toujours les inégalités (6) et (7) à condition de poser 


Mith) = hh, M.(h) = h°*#. En effet (voir également (14) et (17)), 
u® io, > 4% maxlu,| = A max || ya 
Lyellæ NF = MhAGRTSr) > RSI SO], 
Et l’inégalité (6) s'écrit donc 


ue > ht max || R 
n 


| 
Ce qui équivaut à l'instabilité parce que, quels que soient r, K,, k. et & > 0, visiblement 
prthit() + 4e) 8 Le pour À — 0. 


Nous avons donc montré que s’il y a parmi les valeurs propres de la matrice R, une racine 
satisfaisant à l’inégalité |À| > 1+41-°, il y a instabilité pour tout choix raisonnable des 
normes. 


AR AES /eae CE7 nt) LL LAIESS 


Recourons au critère spectral nécessaire de stabilité (13) pour démontrer 
l'instabilité du schéma du $9. (Dans ce paragraphe, il nous a été impossible 
de nous livrer à une étude rigoureuse de l'instabilité ne serait-ce qu’à 
défaut de définitions exactes.) 

Le schéma aux différences dont nous parlons approche le problème 


u+Au=0, 0<x< ll, (18) 
u(0) = a 
et est de la forme 
4H 3H + Au, = 0, n=1,2,...,N+1, 
Uo = G, (9) 
U1 — (1 — Ah)a. 


Un+1 


En posant y, = | | nous ramenons le schéma (19) à la forme (2), où 


Un 
3+ 4h —-2 
Ry + no } On = 0. 
I (à 
Les valeurs propres de la matrice R, sont les racines de l'équation du 
deuxième degré det (R,—2E) = 0 : 


di AN à =) 2. 
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La racine À1(h) tend pour h — 0 vers 2 si bien que, lorsque h est petit, 
l>i>l 


11 n’y aura donc stabilité pour aucun choix raisonnable des normes. 
En particulier, si les normes sont introduites par les égalités 


u@ lu, = max]|pal, 


Pn 
LAPILE, Le = max [x | 8; max Pal] 
B ‘ ÿ 
ka 
allr = A mis Cr, lp] 


on vérifie les deux conditions : (7) sous lesquelles l’inégalité (3) est une 
condition nécessaire de stabilité. Or, || R?|| = (3/2) — sin = 1/h,h — 0, 
et la stabilité n’a pas lieu. 

On a vu qu’une violation grossière du critère spectral nécessaire de 
stabilité (13) : 


[Al < 1+ch, 
par exemple l’existence d’une valeur propre À° de l'opérateur R, évaluée par 
[4| = 1+h1-e, 


atteste une instabilité qui ne devient stabilité pour aucun choix des normes. 

Soulignons néanmoins que le fait que le spectre de R, se trouve dans 
le cercle || < 1+chk ne suffit pas pour garantir la stabilité. Celle-ci peut 
en l’occurrence dépendre d’un choix heureux des normes. Servons-nous, . 
pour le montrer, du schéma aux différences que nous avons déjà examiné 
au $14 (d’un point de vue différent). 

Ecrivons comme suit le schéma aux différences pour le problème 
u"" = q(x), u(0) = a, u'(0) = b : 


HR = qu n=1,2,..., N—1, 


Uo = &G, 
U1 — Wo ER b 


h 


Un+1 


En posant y, = | | nous le mettons sous la forme (2) avec 


n 


R, = 5 PT À nn — . 
: ( 0) | Fa db | a | 


9— 20013 


130 CONVERGENCE, APPROXIMATION ET STABILITÉ [CH. 5 
La matrice R, a ses deux valeurs propres égales à l’unité. Si w, = 0, la 
solution {u,} du problème est de la forme 

Un = Uo+(—-uoh, n = 0, 1,2, ...,N. 
Utilisons deux jeux de normes 


1) Yallr = max (| y, 17P1), 
4 Ilu, = max || Yallr, 


Pn 
APTE, = a 7 = maxfilpellr, max|qn]; 
b ||r, È 


2) _ HD 
2) |Yallr, = max (| |, P£ A 


D It ilu, = max||phllr 
IS WILE, = max [|| Vol|xs, max ip]. 


Le lecteur s’assurera facilement que dans les deux cas les conditions 
(6), (7) et les conditions (28) du $14 sous lesquelles la stabilité équivaut à 
l'estimation 

IR <C, n=1,2,...,N—1, 


se trouvent satisfaites. 
Avec les normes définies par les formules 1) cette estimation n’a pas 


0 : 
lieu. En posant par exemple yo = K' [[yoll = 1, on obtient 
n+]1 : 
n= [TT] ii=nts lient 


pour n = ]/h,h — 0. 
Les normes étant choisies selon les formules 2), 1l y a stabilité : on a 


pour Yo = | arbitraire 
Uo 
uo+(u1—uo)(n—1) 


Pnllr, = [Riyoll = PRE "3 
= Max [ltto + Gui u0) (n+ 1) jte 1Ê 
Mais n+1 =« 1/h, donc 
LPalir, = I Räpollr, < Itol+ | | < 21 polir, 


et 
RE <2, n=1,2,...,N—1. 
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Dans la pratique, on se borne souvent à tester le critère spectral néces- 
saire de stabilité. Si ce critère est vérifié, on teste le schéma par le calcul 


expérimental suivant ce schéma même sans construire explicitement les 
normes. Cette vérification fait la matière du $18. 


Exercices 


1. Supposons l'équation aux différences du second ordre au,_,+bu,+cu,,, = g, 
réduite à la forme y,,, = Ry,+4y, par la substitution y, = “s+i], Montrer que les 


racines de l'équation caractéristique a+ bÂ+c2° = 0 coïncident avec les valeurs propres 
de la matrice R,. 


2. Ecrire l'équation aux différences du second ordre au,_,+bu,+cu,;1 = g, sous 


U,+e 
la forme y,:1 = R,y,+ he, moyennant la substitution y, = |4,,,|. Une telle réduction 


est-elle unique ? Montrer que les valeurs propres de la matrice R, consistent en les raci- 
nes de l'équation caractéristique a+bÂ+c4° = 0 plus le nombre À = 0, de sorte que le 


critère spectral de stabilité || & 1+ch a lieu indifféremment pour y, = rl et 
Un 


Un+s 

Yn = |Un+il: 

3. Les vecteurs propres 1‘! et {°) d’une matrice R, d'ordre 2 associés aux valeurs 
propres respectives À. et À. 

Root = Au, Riu) = Au) 

tendant pour À — 0 vers des positions limites non colinéaires différentes, les conditions 
[ll < 1+ch, | Al < 1+ch sont non seulement nécessaires mais aussi suffisantes pour 
avoir une estimation de la formel R$Il < C,n=1,2,...,N, si (] | = max{læl, ||]. 
Démontrer. d 


$16. Erreurs d’arrondi 


1. Erreurs sur les coefficients. Si le schéma aux différences 
L,un) = FAQ (1) 


approche le problème Lu = f pour la solution « et est stable, il y a con- 

vergence. Jamais la réalisation du schéma conçu n’est cependant exacte 

vu les erreurs d’arrondi à la donnée de ses coefficients et seconds membres. 
On demande par exemple de résoudre le problème 


u'+ Au = cosx, 0<x<l, 
u(0) = a 
en recourant au schéma aux différences 
Us+1 — 


ï “+ Au, = COS Xy, n—=0,1,...,N—1], | 


(2) 


Uo = AG. 
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Les valeurs de cos x,, a, À et le coefficient 1/h sont donnés avec certain 
arrondi. Dans le cas général, on a affaire, au lieu de (1), avec le schéma 


Liv + (AL, )on) = fU+ AM FU, (3) 


AL, et AMF étant des erreurs d’arrondi à la donnée de l'opérateur 
L, et du second membre f®. L'opérateur A4, du schéma (2) a la forme 


] 
(AUL,}00) = | A0(—) (Dar —0n)+ (AM A4)r,, n =0,1,...,N—1, 
O- Do. 


L'erreur 4% f (5 est définie par la formule 


AM FU) = AO cos Xny nn = 0,1, ..., N—1, 
JT = AWa. 


Ici APM est l’erreur commise en se donnant M. 

Afin d'éviter des difficultés purement techniques, bornons-nous au 
cas des opérateurs L,, AL, linéaires et de l’espace U, de dimension finie 
comme pour le schéma (2). Etablissons sous ces hypothèses les erreurs 
d’arrondi permises et la loi de croissance de la précision sur la donnée 
du schéma avec le resserrement du réseau, 1.e. pour À tendant vers zéro. 


THÉORÈME. Si le schéma aux différences stable (1) approche le problème 
Lu = f pour la solution u à un ordre h* : 


LLal—f Ole, < ché, 


alors dans les conditions 
APL,o 0 ||r, < cihk||r@||u,, | 
AMF Ir, < cohk 


(4) 


le schéma aux différences (3) approche lui aussi le problème Lu = f à l’ordre 
h$ et est stable. 
Ainsi, dans les conditions (4), l’ordre de précision du schéma (3), sup- 
port effectif du calcul, est A* et il coïncide avec celui du schéma conçu (1). 
Sous l’hypothèse de la norme ||-||u, choisie en conformité avec la 
condition (4) du$ 13, i.e. de façon que 


Um |I{u}sllu, = |l#|lu, 
h— 0 
Ja quantité || [u}];|\u, reste bornée pour h — 0, |i[u]||u, << P << +. Notons 
Lu = Lu + (AML,)u), 
FU = FO+ARFU 


et assurons-nous que le schéma Zu") = f%) donne une approximation 
q PP 
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de l’ordre de h. En effet, on a 

Lalla -fO ie, = | Lila -f + (AML Au], - AMF) ||E, < 

< || Lalu}a—-fO re, + 1 AP Luls|1r, +1 APP, < ch + c1Ph*+ cohk & Ghk. 
La démonstration du théorème fera appel au lemme connu suivant. 


LEMME. Soient À et B deux opérateurs linéaires d’un espace vectoriel 
normé de dimension finie X dans un espace vectoriel normé G. 

Supposons ensuite que pour un g € G quelconque il existe une solution 
x € X de l'équation 


AX = g, 
que 
Ixllx < ciglle (5) 
et que tout x € X vérifie l'inégalité 
IBxlle <L1ix|ix, (6) 


oùc =0,0 < g=< 1, cet q étant des nombres. L'équation 
(A+ B)X = g 


admet alors pour tout g € G une solution unique et 
m1 C 
Mix < rliglle- (7) 


DÉMONSTRATION. Notons que X et G sont de même dimension, sinon il y 
aurait des g € G tels que le problème 4x = g soit impossible. 
Si xo est une solution de 


(4+B)xo = g, 
alors 
AXo = £—BXo, 
Xo = A71g—A471Bxo, 
où A”lg et A-ÏBxo sont solutions des équations Ax = g et 4x = Bxo, 
| Vollx < || A71g||x+ 1! 4" Bxo)llx = c||gllo+c|1Bxol| < 


< cilglle+c + |xolix. 
D'où 
C 
X DO | e 
xollx < TT ligile 


La dernière inégalité entraîne que pour g = 0 l’équation (4+B)x = g 
ne possède comme solution que la solution triviale xo = 0, d’où l'existence 
d’une solution unique pour g € G arbitraire et l’estimation (7). 
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DÉMONSTRATION DU THÉORÈME. Utilisons le lemme et prenons pour opé- 
rateurs À et B respectivement L,; et AWL,. L'existence d’une solution du 
problème Ax = g et l’estimation (5) équivalent à supposer le schéma (1) 
stable. L’estimation (6) est valide en vertu de (4) pour tout gq positif à 
condition d’avoir un h suffisamment petit. 

La résolubilité de l’équation (4+B)x = g pout tout g € G et l’estimation 
(7) équivalent exactement à la stabilité du schéma aux différences (3). 

Notons que les contraintes (4) imposées aux erreurs d’arrondi à la 
donnée d’un schéma aux différences stable sont bien raisonnables : si, 
en diminuant h, nous voulons une réponse à h* près, 1.e. possédant des 
chiffres décimaux en nombre de l’ordre de In(1/h), il faut améliorer conti- 
nûment la précision sur les coefficients du schéma en augmentant le nombre 
de chiffres des valeurs données à une vitesse de l’ordre de In(1/h). Cette 
augmentation est en général parfaitement possible, In(1/h) étant une fonc- 
tion à croissance lente. Par contre, on n’arrive pas à élever la précision en 
diminuant les pas sans augmenter le nombre de chiffres décimaux avec 
lesquels sont donnés les coefficients et les seconds membres. 

2. Erreurs de calcul. Etant donné un schéma aux différences, il faut cal- 
culer sa solution ##. Supposons que nous savons résoudre exactement les 
équations aux différences. Si le schéma aux différences mis en œuvre ap- 
proche l’équation différentielle et jouit de la stabilité, pour un pas suffisam- 
ment petit, la solution #*) diffère peu de la solution exacte cherchée [u}4. 

Cela étant, l’ordre d’opérations (l'algorithme) utilisé pour calculer 
u(h) est sans importance vu que le résultat en est indépendant. 

Or, nous commettons en réalité à chaque pas de l’algorithme choisi 
des erreurs d’arrondi qui influent sur les résultats obtenus aux pas suivants. 
Le pas h étant fixe et l’espace U, de dimension finie, l’algorithme consiste 
en une suite finie d'opérations arithmétiques (sommation, division, sous- 
traction, produit), et le résultat de chaque opération dépend de façon 
continue des opérandes. Aussi, en travaillant avec un nombre « suffisam- 
ment grand » de décimales, nous pouvons calculer u{#) avec un nombre 
de décimales donné d'avance. Le nombre de décimales « de réserve » avec 
lesquelles on travaille en vue d’obtenir un u(* possédant des chiffres en 
nombre donné dépend et de l’algorithme choisi et de h. Ainsi, nous avons 
montré plus haut ($7) qu’en résolvant par balayage un problème aux 
limites bien conditionné le nombre de décimales « de réserve » ne croit 
nullement avec À — 0. Bien que paraissant raisonnables, certains algorithmes 
de résolution des problèmes stables exigent parfois que le nombre de 
décimales « de réserve » croisse vite proportionnellement à 1/4. Un exemple 
en est donné au n° 2 du $5. Ce nombre doit en général augmenter avec la 
diminution de h. Les algorithmes dans lesquels cette croissance est trop 
rapide sont considérés comme instables et numériquement impraticables. 
L’étude de la stabilité des algorithmes est un problème compliqué. Citons 
comme exemple d’une telle étude la justification du balayage ($ 7). Dans 
des cas élémentaires on arrive cependant à établir le nombre de décimales 
« de réserve » nécessaire au calcul connaissant la propriété de stabilité du 
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schéma et le théorème sur la possibilité de définir ce schéma de façon 
approchée (n° 1). 
Soit par exemple le schéma 


EN + Aux) = f(x). 


En calculant #%){(x+h) par la formule récurrentielle 
uW(x+h) = UM (x) (1— 4h)+ hf (x) 


et en travaillant avec un nombre fini de décimales, nous pouvons commettre 
une erreur à sur ##{x+kh). Il y a intérêt à estimer qu’il s’agit d’une erreur 
non pas sur cette dernière valeur, mais sur le second membre f(x), ce 
qui revient à dire que #*{x+h) est calculé exactement et qu’au lieu de 
f(x) nous avons utilisé la quantité f{(x)+ 0/h. Du moment que nous 
commettons de telles erreurs en tous les points x, la quantité à est supposée 
dépendre de x: Ô = ô(x). Dans cet exemple, l'erreur qu’on commet en 
arrondissant lors du calcul peut être prise pour erreur ô(x)/h à la donnée 
du second membre. Le schéma considéré permet une approximation au 
premier ordre et est stable. Pour ne pas altérer la convergence en h, on 
doit donc augmenter sans cesse la précision des calculs, à savoir de façon que 


À x) 
fu) = 
AMf : 


soit de l’ordre de h. 

Pour cela ô(x) doit être en h*. On y arrive en calculant #{%) avec un 
nombre de décimales de réserve croissant comme In(1/h) pour h — 0. 

Nous avons montré dans cet exemple que dans des cas simples on peut 
regarder les erreurs d’arrondi commises en calculant la solution ## à un 
facteur de la forme h” près comme les erreurs à la donnée des seconds 
membres f 4, Le théorème démontré plus haut entraîne que s’agissant de 
schémas stables ces erreurs n’entravent pas la convergence sans perte de 
précision si le nombre de décimales sur lesquelles on opère croît lentement 
comme c In(1/h), c étant une constante. 


$S17. Caractérisation quantitative de la stabilité 


Examinons d’abord le schéma aux différences bien connu 


u, — x = 
mb e+ du, = 0, | 


Uo = ] 


(D 


pour le problème aux limites différentiel 


u'+ Au =0, u(0) = 1. 
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Sa solution est de la forme 
Un = e- Ant h A Xe e7 A%n + O(h°) 


(voir (3”) du $8; on pose b = 1). Lori (6) du $8 
d(xr) = he € 4 + O(H) 


représente un reste, 1.e. l'erreur faite en remplaçant la valeur e-4* de la 
solution exacte de l’équation différentielle par la solution u{” du problème 
aux différences. Le reste tend vers zéro comme la première puissance de 
h ; ce schéma est exact à l’ordre 1. Le choix du pas À dépend de la pré- 
cision désirée. Il est clair que le module du rapport de l’erreur à la solution 
exacte |ô(x,)/u(x.)| doit être en tout cas inférieur à 1 pour qu’on puisse 
parler d’une précision quelconque sur la solution approchée. 

Voyons quels A satisfont à cette condition. Négligeons le terme O(h°) 
dans l’expression de Ô(x,) et étudions le rapport de l'erreur (x,) au point 
x, à la solution exacte : 


A°X, Az, 
LORS 5 “RDS =} A°X, 
u(x, ne e7 4%n L 


Faisons À = 20 et x, = 1. Nous obtenons alors, à partir de la condition 
[Ô(1)/u(1)| < 1: 
h = 0,2.1073. 


Etablissons les pas avec lesquels on intègre le même problème u’+ Au = 
= 0 moyennant le schéma 


tent + Au, = 0, 
D (2) 
U1 — 1 — 4h 
exact à l’ordre deux si 4 = 20 et si on veut remplir la condition 
à(1) 
D | 1. (3) 
La solution de ce problème est de la forme (voir (12) $8 pour b = 1) : 
un = er An RATS 4re-Ase + (— 1e LE eAxs] + O(HS), 


et l’erreur s’écrit donc 
8CEr) = HAT Are 4r+ (—1y À e4x] + O(). 


Négligeons le terme O(h®), écrivons le rapport de l’erreur à(x,) à la solution 
exacte u(x,) = e-4%* et définissons le pas h par la condition (3). Ce dernier 


$ 17] CARACTÉRISATION QUANTITATIVE DE LA STABILITÉ 137 


s'avérera si petit qu’en assimilant conventionnellement à 1 seconde le 
temps machine de calcul selon le schéma (1), le calcul par le schéma (2) 
demandera près de quatre jours. 

Le fait est que la validité d’un schéma face à un certain problème se 
mesure non seulement à la puissance de h figurant dans la formule donnant 
l'erreur, mais aussi au coefficient de cette puissance. 

Voyons maintenant comment la discussion de la stabilité d’un schéma 
aux différences L,u(* = fM permet de juger de sa validité. Pour abréger 
l'écriture l’opérateur L; sera suupposé linéaire. Rappelons (voir $ 12) 
qu’un schéma aux différences est dit stable si, quel que soit f® € F,, il 
admet une solution unique, la solution #% € U, étant évaluée par 


Nu@llu, < CFP. 


En démontrant un théorème aux termes duquel l’approximation et 
la stabilité entraînent la convergence ($ 12), nous avons obtenu pour l’erreur 
2h) = [u],—u() l'inégalité suivante : 


Cih* évaluant l'erreur d’approximation 
Lulu} f ir, & Ch. 


Soit C1h* petit. L’estimation de ||z®]||y, montre que la petitesse de 
|| [u],—u#]||u, exige de plus que le coefficient C caractérisant la stabilité 
ne soit pas trop grand. 

Si nous voulons donc vérifier si tel ou tel schéma aux différences peut 
être utilisé pour résoudre le problème proposé, le fait de le savoir stable 
ne suffit pas. Il faut de plus connaître approximativement la grandeur du 
coefficient C, et on y arrive par les techniques indiquées aux $$ 14, 15, par 
des calculs expérimentaux ou par un procédé indirect. 

Calculons par exemple C pour les schémas aux différences (1) et (2) 
relatifs au problème u’+ Au = q(x), u(0) = a. 

Considérons d’abord le schéma 


U+1 Ur 


+ Aun = Pn 1n=0,1,...,N—1, 
Uo = 4 
pour les normes 


ue, = max [ns FIL, = max [lal, HA Pal) 


Réduisons-le à la forme 


Ya+1 = RhYn+hOn, 
Yo donné 


en posant ÿ, = Un, Ra = (1— Ah), 0, = y, Posons [|y,|l| = |y,l. Les 
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conditions (17) du $ 14 se trouvent alors remplies : 


4h |lu, «< C2 max I Palls 


enll < C2li fr, (5) 


yoll < C2 fr 


et on peut faire C2 = 1. 
Il est ee que || R?|| = (1— 4h}. On peut donc poser C = 2max{l, 


(—4h}]. D 
c=| 2  si4>0, 


2(1— AhN si À < 0. 

Montrons que le nombre C ne peut être sensiblement inférieur. Les 
one sont choisies de façon qu’on ait également les conditions (6) et (7) 
sut Plus, > Aa max || pl, (6) 
et, pour 9» = 0 (p» = 0), 

pol > M2llf@Is; (7) 


en outre on peut poser M1 = M2 = 1. C’est pourquoi la constante C 
doit vérifier (on l’a établi au 8 15) l'estimation C > M1M2 max | R;|| : 


1 si À > 0, 
C > : 
(1—Ah)N si 4 « 0. 


Evaluons la constante C figurant dans la définition de la stabilité 
uDllu, < C'IfA]Ir, pour le schéma (2). Ecrivons-le comme 


Yn+1 = Ryn+hOn, n = 0, 1, .. 
Yo donné 
en posant 


Introduisons les normes 
Lulu, = max | Un 9 
n 


= max [iæ B| max ini]; 


(El 


() 
vi [el 


fa, = | 


ee = max{.y4,, 1y9 1. 
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On a alors les conditions (5) à (7) et C2 = M1 = M2 = 1. En vertu du 
n° 3 du $ 14 on prend donc pour C le nombre C = 2C;max||R;|| = 
= 2 max/||R?||, mais aux termes de (6””) du $ 15 ce nombre peut être diminué 
de moitié au plus : on doit nécessairement avoir 

C>M,M;max|R;|| = max||R;!. 


La quantité max || R;|| a été majorée au $ 14 : 


—2Ah 1\|" | 
| <(1+2) 4/4)". 
1 O0 
On peut donc poser 
C=2e 411>2(1+2|4|h)"#. 
La minoration de max || R;|| est obtenue à partir de la condition || R£|) > 
= |A|", À étant la plus grande en module des deux valeurs propres de la 


matrice R;. La résolution de l’équation det (R;—AE) = 0 fournit les valeurs 
propres 


LE + o(H?) = 1— Ah + O(H), 


de =—1— 4h + o(h?) = —1— Ah+ O(H°), 


de sorte que 


À = 1—4h+ 


max (|A, |22l) = 1+14]h+O(h), 
max || R5|| = (1+]4]h)/#+0(h). 


Il est donc notoirement impossible de remplacer la constante C = 2e? !4! 
obtenue plus haut par un nombre inférieur à (1+1|4|h}/# + el4l, i.e. de 
la diminuer sensiblement. 

Lorsque À = 20, on a C = 2 pour le premier schéma et forcément 
C > e® > 10$ pour le second. 

Lorsque 4 = 1 ou À < 0, les propriétés de stabilité des deux schémas 
ne diffèrent que légèrement : la 
constante C est sensiblement la ,77 
même dans les deux cas. A>0 

On comprend facilement pour- 
quoi, lorsque À >> 1, la constante 
C est notablement supérieure à 1 
pour le second schéma et égale à 
2 pour le premier. 

La solution générale de l’équa- n 
tion homogène u,+1—(1— Ahju, = O Ÿ 
correspondant au schéma (1) est Fig. 4 
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Un = ag", q étant racine de l'équation 
caractéristique g—(1 — 4h) = 0,gq = 1— 4h 
(fig. 4). La solution générale de l’équa- 
tion homogène 


Un+1+2Ahu, —u,-1 = 0, 
correspondant au schéma (2) est 


Un = xqi+Bq3 
où g1 et g2 sont deux racines de l’équation 
caractéristique 


g“+24hq—1 = det(R,—qE) = 0, 


q=1-Ah+ À +o(h), 


qe =—1— Ah LE + of) 


La racine g1 « ressemble » à la racine 
g = 1— Ah, et 1l lui correspond la solu- 
Fig. 5 tion gï ressemblant à la solution g' de la 
première équation. Mais la racine « para- 
site » ge = — 1 — 4h+ 0 (h°) donne la solu- 
tion «parasite» à croissance rapide g3 
(fig. 5) qui détermine de grandes valeurs 
de C. 

Pour À négatif, on ag=—1l,q=l, 
|g2| < 1. Les solutions gq” et gf corres- 
pondant aux racines g et qg, accusent une 
croissance rapide quasi identique, et la 
solution parasite g: s’amortit sans influen- 
cer la stabilité du second schéma (fig. 6). 

Notons que pour tout schéma aux diffé- 

Fig. 6 rences approchant le problème u’ + Au = 

= 0, u(0) = a, C cest inévitablement 1im- 

portant lorsque 4 << 0. En effet, pour h petit, la solution d’un problème 

aux différences stable ressemble à celle du problème différentiel, qui en 

est limite quand À — 0. Mais la solution u = uwe-“4* du problème difré- 

rentiel est telle que max | u(x)| = |uole—4*, 1. e. max | u(x)| est supérieur 
un grand nombre e-4 de fois au module |#,| de la valeur initiale uo. 

Une autre remarque à faire : les valeurs élevées du coefficient C impli- 
quent non seulement un calcul à pas faible, mais aussi un grand nombre de 
décimales sur lesquelles on opère. 

En effet, nous avons montré au $ 16 que les erreurs d’arrondi peuvent 
être incluses dans des erreurs qu’on fait en se donnant les seconds membres 
et qui sont évaluées par C1h“. Le coefficient C croît avec ces erreurs, ce qui, 
C étant grand, peut, en vertu de (4), s’avérer catastrophique pour le résultat. 
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Nous terminons ce paragraphe en mettant en garde une fois de plus 
contre l’idée fausse sur les schémas exacts à l’ordre 2 qui peut être suggérée 
au lecteur par l’exemple considéré. Car il n’est nullement dans nos intentions 
de jeter le discrédit sur tous ces schémas en décrivant les défauts de l’un d’eux. 
Le lecteur ferait bien d'étudier lui-même un schéma précis à l’ordre 2 de la 
forme 


+ 4 MH TE ne = 0, | 
Uo = 1. J 


En procédant de façon que pour 4 = 1 l’erreur à(1) soit inférieure à u(1) = 
= e74, il se convaincra que ce schéma impose au pas À une contrainte plus 
lâche que le schéma exact à l’ordre un (1). 

Nous conseillons également au lecteur de tâcher de déterminer le pas 
avec lequel il fait intégrer le problème u’+u = 0, u(0) = 1, pour obtenir 
u(1) faux de 107% au plus. En faisant ces essais pour les schémas aux différen- 
ces (1) et (2), il verra que le schéma (1) (précision d’ordre 1) exige un pas 
sensiblement plus petit que (2) (schéma exact à l’ordre 2). 

La qualité d’un schéma est donc plus que sa propriété intrinsèque, elle 
est également fonction du problème qu’il sert à résoudre. 


818. Un procédé d’étude de la stabilité 
des problèmes non linéaires 


En étudiant la stabilité aux $$14 et 15 nous nous sommes servi de tech- 
niques propres à des équations aux différences à coefficients constants. 
On pourrait donc penser qu’on ne saurait utiliser la matière de ces paragra- 


phes pour analyser les schémas d'intégration même des équations _ _ 


—= G(x, u), G étant une fonction assez générale. Or, il n’en est rien. 
Supposons que la courbe intégrale cherchée de l’équation 


PE = G(x, 0) (1) 


passe par un point de on X = Xo, U = Uo. Au voisinage de ce 
point 


ge u) Ce u) 


G(x, u) = (u UE (X— x0)+ G(xo, Uo), (2) 
et l’équation (1) peut être remplacée avec une certaine précision par une 


autre plus simple 


— Au = (x), (3) 
où 
___ 0G(x, u) 
AS Le 
0G OG(x, 
gx) = Gros Uo)+ TT Jane (xx 0) —u0 E fns 
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Il est naturel que les schémas que nous nous proposons de mettre en 
œuvre pour trouver la solution nécessaire doivent bien intégrer l'équation 
(3) approchant (1) au voisinage d’un point que traverse la courbe intégrale. 
La valeur du coefficient 4 obtenu en linéarisant comme décrit plus haut 
l'équation de départ diffère certes d’un point de la courbe à l’autre. Ainsi, 
en sélectionnant un schéma aux différences, on le testera non pas sur une 
seule valeur de À de l’équation (3), mais sur tout un ensemble de valeurs 
décrivant suffisamment bien les limites de variation de 0G/ôu le long de 
la courbe intégrale. Dans la majorité écrasante des cas réels cette étude suffit 
pour mettre en évidence tous les défauts et avantages importants du schéma 
qui ont trait à la convergence des solutions approchées obtenues avec son 
aide. 

Les équations modèles pour les systèmes d’équations et les équations 
d’ordre supérieur se construisent de la même façon. 

Dans la pratique, la solution du problème de Cauchy pour des équations 
différentielles ordinaires sans singularités se calcule d’habitude selon un ou 
deux schémas éprouvés assez universels pour lesquels il existe des program- 
mes standard exploités sur les ordinateurs modernes. 

Si on a à résoudre des problèmes d’un type particulier avec une précision 
très élevée, on s’adresse à des schémas spéciaux à ces problèmes, qui sont 
nombreux mais qui le cèdent aux schémas universels pour ce qui est des 
problèmes de type différent. 


CHAPITRE 6 


SCHÉMAS AUX DIFFÉRENCES USUELS 


819. Schémas de Runge-Kutta et d’Adams 


Décrivons certains schémas aux différences usuels de la résolution du 
problème de Cauchy pour l'équation différentielle du premier ordre 


L_G(x 0 =0, O<x<l, | 


u(0) = a. 


A la fin du présent paragraphe nous les généraliserons à des systèmes 
d'équations différentielles du premier ordre auxquels se réduit le cas général 
d'équations et de systèmes d’ordre quelconque. 

Discrétisons le segment 0 = x < 1 : 


(1) 


O=xo<X1<X2<... <Xxnw1<XN= 1, x, = nh, h = 1/N, 


et construisons des schémas aux différences pour obtenir approximativement 
la table [1], de valeurs de la solution u(x) sur le réseau choisi. 
Le schéma usuel le plus simple nous est déjà familier : c’est le schéma 
d’Euler 
Un+1 — Un _ = = — 
0) MEET TN GX un) = 0, n=0,1,...,N—1, (2) 


Uo — &, 


approchant (et exact) à l’ordre 1. 
Le calcul d’après ce schéma a un sens géométrique simple. Si u, est 
déjà trouvé, le calcul de 
Un+1 = un+hRG(x, Un) 


équivaut à un déplacement du point (x,,#,) au point (x,4+1, 4141) du plan 
Oxu suivant la tangente à la courbe intégrale u = u(x) passant par le point 
(xr, Un) de l’équation différentielle u” = G(x, u). 

Parmi les schémas d’ordre d’approximation supérieur, on utilise surtout 
diverses variantes de Runge-Kutta et d’Adams que nous allons décrire et 
comparer. 

1. Schémas de Runge-Kutta. La valeur ”, de la solution approchée au 
point x, étant trouvée, on demande de calculer u,}1 au point x,+1 = x,+h. 
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Donnons-nous un / entier et écrivons les expressions 
k1 = G(x,, u,), 
Ko = G(xa+ ah, u,+axhk;), 
ks = G(xr+Bh, ur+Bhk:), 


= G(x;+7h, un +yhki- à). 
Posons 
fie Gitit...+pk) = 0, n=0,1,..., NI, 


Uo = G. 


Liu) — 


l étant donné, choisissons les coefficients x, B, ..., +, Pa, P2, ..., ps de façon 
que l’approximation soit d’ordre le plus élevé possible. Connaissant u,, on 
peut calculer k:, ..., ky, puis 


Un+1 = Un+hR(piki+ ... + park). 


Le schéma d’Euler (/ = 1) est le plus simple des schémas de Runge-Kutta. 
Le schéma de Runge-Kutta 


Mein LÀ (ki+2ko+2ks+ ka) = 0, 
Liu) = n = 0, }, ss N—1, G) 
Uo = 4, 
où 
k: = G(x Un)s 
| h ki h 
Ko = Gfx+—, un +), 
ka = Gite 2 ? Un + #2 “), 


= G(x;+h, u,+K3h), 


approche à l'ordre quatre. 
L’approximation par le schéma de Runge-Kutta 


EU — 2 D te. kel = 0, 
Liu n = : < ..., N-—1, (4) 
Uo = GG, 
où 
= G(Xxm Un), Ko — G(xa+ zh, Un+@hk1), 


pour tout « fixe est d’ordre 2. 
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Démontrons la dernière assertion. (Dans le cas du schéma (3) la démons- 
tration est analogue mais plus laborieuse.) 


La solution w(x) de l'équation u’ = G{(x, u) vérifie les identités 


du 

1e = G(x, u(x)), 

du 0G  0G 
Pr 6x u) = x —— + oi: G. 


La formule de Taylor 


u(x, + h)— u(x,) 


= u'(x,)+ - u"(x,)+ O(AS) 
h 2 


pour u(x) entraine donc 
U(Xs+1)— U(X,) h/0G  0G : " 
h : [s+> 2 (+ E71 6)].. _ né ). O 
mr) 


Mais en représentant la fonction de deux variables par son développement taylorien sui- 
vant h et en retenant les termes du premier degré, on a 


2x — LL. PAL ] ke 2 2a— 1 PT + G(x+ ah, u+ahG) = 
7 2 2 27, 2 Re 

“—u(z,) cu 

2a—1 L 0G 0G 2 = 

= ES G+ [+ œh+ ahG+ O(h )] = 
. ur) 

h [0G  0G 2 
= + (Gta SG). +00 (6 

mr) 


En substituant à u, et u,,, du premier membre de (4) les valeurs respectives u(x,) et 
u(x, +1) de la solution &(x), on obtient donc une expression coincidant avec le premier 
membre de (5) à O(A#®) près. C’est, par conséquent, une expression du second ordre en /. 
La valeur Uo = à étant donnée de façon exacte, cela achève la démonstration de notre 
assertion. 


Pour trouver u,, 1 par le schéma de Runge-Kutta avec u, connu les valeurs 
de la fonction G{(x, u) sont calculées / fois et ne sont plus utilisées. 


2. Schémas d’Adams. Dans les schémas d’Adams dont nous allons dé- 
crire une variante, on trouve chaque valeur suivante ,,1 en calculant une 
valeur supplémentaire de G(x, u) en un seul point quel que soit l’ordre 
d’approximation. Il faut de plus effectuer des soustractions et additions 
peu nombreuses qui coûtent beaucoup moins en temps que chaque calcul 
d’une fonction G(x, u) tant soit peu compliquée. 

Introduisons les notations 


Vfn Le ES 
V'f} — V(Vf:) — Vfn—Nfn=: =, 2); 1+fn-2) 
Van _ VV=f, = fn— 3fa-1+ no —fn-3 


10—20013 
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et posons G, = G(x,, u,). Ecrivons plusieurs équations aux différences uti- 
lisées dans les schémas d’Adams pour rechercher #,41 Si uy, Uy-1, ... le Sont 
déjà : 


EH _G,=0, n=0,1,...,N—1, (7) 


#he _G, 2 VG, = 0, n=1,2,...,N-1, (8) 


Un+1 — Un L 5 y = _ _ 
mue _G,_1vG,-5 V6, =0, n=23...,N-1, (9) 


5 


Un+1 7 Un 1 
CA Ca VO 


: VG,— + VG, =0, n=3,4,...,N—1. (10) 

La première est une équation aux différences d’Euler. Le report des 
valeurs u((n+ 1)h), u(nh), ... de la solution exacte w(x) dans les premiers 
membres des équations (7) à (10) où elles se substituent à #,41, Us, Un_1, . .. 
y fait naître des résidus en h, h°, h° et ht respectivement. 


Les formules d'Adams s’obtiennent comme suit. Soit u(x) solution de l'équation 


Se = G(x, u). 
Notons 
G(x, u(x)) = F(x). 
Alors 


nt Zn +À 
u(x, + h)—u(x,) = | u’ dx = [ F(x) dx. 
La théorie de l’interpolation des fonctions apprend qu’il existe un polynôme P,(x, F), 
et un seul, de degré £ au plus qui prend aux £+1 points x,, x,-1, -.., x,-+ des valeurs 
données respectives F(x.), F(xs-1), ..., Frs). Si Fx) est suffisamment régulière, 


P(x, F) s’en écarte sur le segment x, « x < x,+ A d’une quantité de l’ordre de A+! si 
bien que 


max |P,(x, F)- F(x); = O(+!). (11) 


La formule aux différences d’Adams s'écrit 


zn+À 
Hat Un _ 1 | PA(x, F) dx = 0. (12) 
h h 
En remplaçant au premier membre 
Us Un + GX Us) 
par 


u(xs), (xs + 1), Gr u(xs_s)), 


8 19] SCHÉMAS DE RUNGE-KUTTA ET D'ADAMS 147 


on obtient un résidu en At+t : 


u(x, + h)= (xs) 
h 


Zn + 
- [ Pix, F) dx 


Ta 


—— 
— 


h Le 
jéstious | ÿ F(x) a+ 


Zn 


ZntA 


++ ( (FO) P,(x, F)]dx 


z 


< 0+max|F(x)—P,(x, F)l = O(hE+1). 


Pour 4 = 0, le polynôme d'interpolation 
Pix, F) = G{x,, u,) = const, 
et La formule (12) change en (7). 


Pour k = 1 
l 
Pilx, F) —_ "h [(x—x,-1)G,—(x-x,)G, 1]. 
Ensuite, 
7n+A 2n+4 
1 LG 
k Ï Plx, F) dx = PE g G, 
- . / / 
LG pets LL M Le 
Th 2 À, Gn-1 = F | 2 7) S- GE 7 ni 
= C++ VG,. 


La formule (12) se transforme donc en (8). De même, pour # = 2 et À = 3, l'égalité 
(12) devient respectivement (9) et (10). 


Le calcul par le schéma (7) exige la connaissance de seul # = a et par 
le schéma (8) celle de vo = a et de u:. Le schéma (9) démarre à condition 
de connaître wo, u1, #2 et le schéma (10) avec vo, 41, uo et ua trouvés. Ces 
valeurs s’obtiennent par le schéma de Runge-Kutta, par la variante d’Euler 
à pas faible et moyennant le développement de la solution en série de puis- 
sances au voisinage du point x = 0. Une mise en route non standard cons- 
titue l’un des défauts des schémas d’Adams devant ceux de Runge-Kutta 
et l’un de leurs avantages est, comme nous l’avons déjà dit, de calculer, 
pour obtenir u,;1, une seule valeur de G, = G(x,, u,) en plus de G., 
VG:, ..., VKG, trouvés en recherchant u,, u,_1, ... et d’effectuer un certain 
nombre de soustractions donnant VG,, ..., VXG,. 

Ainsi, les méthodes d’Adams l’emportent sur celles de Runge-Kutta en 
ce qui concerne l’effort de calcul par pas. Leurs inconvénients principaux 
sont un démarrage non standard, l’impossibilité (sans alourdir les formules) 
de modifier, à partir d’un point x,, le pas À, x,,1 = x,+h. Cette dernière 
circonstance se fait particulièrement sentir si la solution et ses dérivées varient 
vite sur certains secteurs et lentement sur d’autres. 


10° 
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Si un fait pareil est mis en évidence au cours du calcul, le schéma de 
Runge-Kutta peut, par exemple en exécutant un sous-programme, diminuer 
ou augmenter automatiquement le pas sur les secteurs régulieurs afin d’éviter 
un travail superflu. 

La stratégie la plus rationnelle est visiblem:nt la mise en œuvre des deux 
techniques, celle de Runge-Kutta et celle d’Adams, avec passage automatique 
de l’une à l’autre en cours de route. Cela étant, on démarrera le calcul par 
un schéma de Runge-Kutta. Le programme doit prévoir un choix automa- 
tique du pas assurant la précision désirée, et ce choix doit être « conservatif » 
dans un certain sens : le programme ne fait modifier le pas que s’il le faut 
d’une façon « assez sensible ». Si, en calculant plusieurs valeurs successives 
de w, par un schéma de Runge-Kutta, le pas ne varie pas, il y a intérêt à 
passer automatiquement à un schéma d’Adams plus économique. Dès 
qu’une nécessité apparaît de changer le pas, on retourne au schéma de Runge- 
Kutta, et ainsi de suite. 

On vérifie le choix du pas par un calcul parallèle avec un pas donné 
deux fois moindre. Dans les limites de la précision voulue les solutions doivent 
coincider. Dans le cas contraire, un pas plus petit s'impose. Il faut également 
prévoir un test sur la possibilité d’augmenter le pas. 

3. Remarques sur la stabilité. Dans le cas du problème linéaire u” + Au = 0 
à coefficient 4 constant, après élimination de k1, k2, ..., les schémas de 
Runge-Kutta sont du premier ordre 


Un+1 hu, = (. 


La racine de l’équation caractéristique À—a(h) = 0 vaut À = a(h). 
Si u, = U(X}), la valeur u,,1 coïncide avec la solution exacte (x, +h) 
à h°+! près, p étant l’ordre d’approximation. Puisque 


u(x,+h) = u(x,)e-4hn = u(x,) ( 1 — 4h +2 de ) 
et 
Un+1 = (hu, 
on a 
À = a(h) = e-4#+O(hr+?),. 
Donc 
| AG)! < 1+ch. 


Les puissances Z"(h) se comportent de façon « régulière » : elles croissent 
si À < 0 et la solution de l'équation différentielle croît. Elles décroissent 
si À > 0 et la solution e4* décroit. 

Pour le schéma d’Adams (8) 


rite + Au, + (un Un 1) = 0 (13) 
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l'équation caractéristique est de la forme 


2-(1-#)1-4 = O. 


D'où 
1 3Ah 1 3A4h\° 
= (1-43 (1-5) +248, 
A = 1—4h+O(H), 
e = O(h). 


Ainsi, la solution u, — À? se comporte comme u(x,) = e4"# avec la 
diminution de h, et la solution « parasite » 27 due au choix de l'équation 
aux différences d’ordre 2 tend vers zéro vu que || — O(h) et n’influe pas 
sur la stabilité. 

Le lecteur ferait bien de comparer le schéma (13) avec le schéma d’ordre 
2 (2) du$ 17 : 

Unti Uni 


SE + Au, = 0. 


Pour ce dernier 
h=1—4h+ÉÉ HOUR) À = —1- Ah +O(). 


Pour À positif, la racine « parasite» 22 est supérieure en module à 41, 
d’où une valeur importante de la constante dans l’estimation de la stabilité 
pour ce schéma et son impuissance pour À grands établie au $ 17. 

4. Généralisation à des systèmes d’équations. Tous les schémas décrits 
utilisés pour la résolution numérique du problème de Cauchy pour l'équa- 
tion différentielle d’ordre 1 (1) s'étendent automatiquement à des systèmes 
d'équations du premier ordre. Pour cela, dans l’écriture (1) 


du | = 
= G(x, u) = 0, | 
u(0) = a J 
u(x) = ü(x), G(X, u) = G(x, à) sont des fonctions vectorielles et a = ä est un 
vecteur donné. Dans ces conditions les schémas de Runge-Kutta (3), (4) 
et les schémas d’Adams (7) à (10) ont toujours un sens et restent valides. 
Ecrivons par exemple le système d’équations 
de 2e = 
pe + io w) = 0, 
” 
HT XUW = 0, 
v(0) = 1, 
(0) = Go 
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sous la forme 
du e 
Le — G(x, à) = 0, | 
a(0) = à, | 
en posant 
rs (TX) 
a(x) = (op 


x+v°+sin * 
_— XUW , 


G{x, à) = ( 


La formule pour 4,1 dans le schéma d’Euler 
Un+1 = Un + AG(X» Ün) 
s’écrira en détaillant 
Das = Cat A(X,+ v2+sin w,), 
Was = WaA(—Xa0nWa). | 
Tous les raisonnements de la page 145 sur l’ordre d’approximation restent 
également en vigueur. Cela étant, on entend par la dérivée T du vecteur 


G(G1, ..., Gx) par rapport au vecteur u(u1, ..., ux) de la formule (6) la 
matrice 


0G:; 0G1 
OU: Ou, 
0G, 0Gh 
Oui Ou, 


Un système arbitraire d'équations différentielles résolues en les dérivées 
d’ordre le plus élevé se réduit au système d’équations du premier ordre 


a = G(x, u) 


par substitution des fonctions inconnues. L’exemple suivant lillustre claire- 
ment. Le système 


d°v ; ;  — 
ET SIN (xv + v+w) = 0, 


M EVE TOP FM = 0, 
v(0) = a, 
(0) = b, 
w(0) = c 
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se ramène à la forme nécessaire à condition de poser 


u1(x) Fe D(X), 


dv 
ua(X) = ps " 


us(x) = w(x). 
On obtient 


du; 
A ee 


dus ’ 5 
TE +sin (Xuo + ui +us) = 0, 


Ts 4 rié = 0, 
u1(0) = 4, 
u2(0) = b, 
u3(0) = c. 


REMARQUE. On a élaboré des schémas aux différences du type Runge-Kutta qui 
S’appliquent directement à des équations d'ordre 2 sans qu’il soit nécessaire de réduire 
préalablement celles-ci à des systèmes d'ordre 1. 


820. Méthodes de résolution des problèmes aux limites 


Soit le problème aux limites 


y" =f(,y,y}, 0<x<l, | 
y(0) = Yo, (D) = ra, 


avec les conditions aux deux extrémités du segment 0 = x = 1 où on cher- 
che une solution y = y(x). Cet exemple nous permettra d’exposer de façon 
schématique certains procédés de résolution numérique des problèmes aux 
limites. 

1. Méthode du tir. Au $19 nous avons cité des modes opératoires com- 
modes pour résoudre numériquement le problème de Cauchy, 1. e. un pro- 
blème de la forme 


() 


Y" = f(x, »,y), 0<x< 1, 
y(0) = Yo, _ = tg«, J 


‘dx z=0 


(2) 


Yo étant l’ordonnée du point (0, Yo), origine de la courbe intégrale, et « 
l’angle de la courbe intégrale et de l’axe Ox en ce point (fig. 7,a). Pour Yo 
fixe, la solution du problèmé (2) s’obtient comme y = y(x, «). Quand 
x = 1, la solution y(x, x) ne dépend que de « : 


y(x, œ) Lx 1 — y(, æ). 
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La remarque faite sur la solution du problème de Cauchy (2) aidant, 
nous énoncerons comme suit le problème (1) : trouver un angle « = «° 
tel que la courbe intégrale faisant en son point origine (0, Yo) un angle « 
avec l’axe des abscisses tombe au point (1, Y:) : 


Y(L, &) = Yi. (3) 


La solution du problème (2) coïncide pour ce «x = &° avec la solution cher- 
chée de (1). On est donc ramené à résoudre l’équation (3) (fig. 7,b), qui est 


gl, æ) 


Fig. 7 


de la forme F(x) = 0, avec F(x) = y(1, «)— Y1. Sa seule différence par rap- 
port aux équations usuelles est que la fonction F(x) est donnée non pas 
par une expression analytique, mais à l'aide de l’algorithme de résolution 
du problème (2). 

Le fait de ramener la résolution du problème aux limites (1) à celle du 
problème de Cauchy (2) est justement à la base de la méthode du tir. 

L’équation (3) peut se résoudre par le procédé de bipartition du segment, 
par la méthode de la tangente (ou de Newton), la méthode des parties pro- 
portionnelles, etc. Dans la première méthode par exemple on se donne «o 
et «1 tels que les différences 

y(1, ao) — Yi et y(i, %1)—ŸY1 
soient de signes opposés. On pose ensuite 
Xo +1 


Xo = 5 


On calcule y(1, &2). On trouve «3 par l’une des formules 


ot Le A + Le 
X3 —= T3 OU %3— —— 


selon que les différences 
y(l, œ1)—Ÿ1 et y(l, &e)—Ÿ1 


sont de même signe ou non. Puis on calcule y(1, «3) et on continue tant 
que n’est pas atteinte la précision désirée, |y(l, «;)—Y1| < €. 
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En procédant par parties proportionnelles on se donne «o et «1, et on 
calcule les «; suivants par la formule de récurrence 


F(c,) 
Gn+1 = ny RG) En @n=1)s n — I, 2; .. 


La méthode du tir qui réduit la résolution du problème aux limites (1) 
à celle du problème de Cauchy (2) s’avère puissante si la solution y(x, «) 
ne dépend pas «trop» de «. Dans le cas contraire, le procédé est numéri- 
quement instable même pour une dépendance « modérée » de la solution 
du problème (1) par rapport aux données initiales. 

Expliquons ce que nous voulons dire en guillemetant certains mots et 
considérons à cette fin le problème aux limites linéaire 


y"—a*y = 0, O=x< 1, , 
l (1) 


(0) = Yo,  }(1) = F1, 


a? étant constant. Ecrivons sa solution : 


e-es—ep-e(2-5:) e-(1-r)— e-e(1+z) 
POI R oE—  a 


Pour a croissant, les coefficients de Yo et Y1 restent des fonctions bornées 
sur le segment 0 = x < 1, et, quels que soient a = 0, ils sont au plus égaux 
à l’unité. C’est pourqoui en commettant de petites erreurs à la donnée de 
Yoet Ÿ1 on induit des erreurs tout aussi faibles sur la solution. Considérons 
maintenant le problème de Cauchy 


y”"—a*y = 0, O=x=<l, | 
}(0) = Yo, y(0)=tga 
dont la solution est de la forme 


… Œ Qax+ LCR RE 
2a 24 


(27) 


Y(x) — pi. 
Si tg a donné est faux de €, la valeur de la solution acquiert pour x = 1 
l'accroissement 


Aÿ(1) = Le es, (4) 


Pour a grands, le dernier terme de l'égalité (4) est négligeable, mais le 
coefficient de £ du premier terme de la différence devient important. Tout 
en étant formellement acceptable, la méthode du tir est donc impuissante 
à résoudre (1”) pour a grands. Cela fait penser à nos raisonnements du n° 2 
du $ 5 où nous avons donné l’exemple d’un algorithme numériquement in- 
stable de résolution d’un problème aux limites aux différences. 

2. Méthode du balayage. On résout le problème aux limites 


}"—p(x}y = f(N), 0<x<lI, | 
}(0) = Yo,  }7(1) = 1 
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pour p(x) > 1 en se servant du schéma aux différences 


æm — 2 mT}m— 
Pt ee (x Po — F(Xm) 


O<m<M, Mh=]l, 
Yo= Yo, }Ym = Yi 


et en appliquant au problème aux différences le procédé par balayage. 
Les conditions de validité du balayage pour p(x) = 0 sont remplies (le lec- 
teur s’en rendra aisément compte). 

3. Méthode de Newton. La méthode du tir pour un problème aux limi- 
tes bien posé peut s’avérer, nous l’avons vu, instable sur le plan numérique, 
donc impraticable, et la méthode du balayage ne s’applique, même formelle- 
ment, que dans le cas de problèmes linéaires. 

L’idée de la méthode de Newton consiste à réduire la résolution d’un 
problème non linéaire à celle d’une suite de problèmes linéaires. Etant 
donné une fonction yo(x) vérifiant les conditions aux limites (1) et appro- 
chant grossièrement la solution cherchée y(x), posons 


y(x) = yo(x)+ vx), (5) 


où v(x) est une correction à l’approximation d’ordre zéro yo(x). Portons 
(5) dans l’équation (1) et linéarisons le problème à l’aide de 


7") = po ()+ 2"(x), 


Of (x, Yo Yo) f(x, Yo Yo) 
——  — + 7 gp 


Sy 0 + 


FX Yot D Yot 2) = FX, Jo Yo) + 
+O(v +] 0°). 


Rejetons le reste O(v°+: v’ ;*), 1l vient un problème linéaire pour la cor- 
rection (x) : 


8" = po) +40x)5+g (x), | (6) 
HO) =D 0, 
où 
9 . à Of. » Vo» | 
p(x) = ee, qg(x) = dé nu. 


PQ) = f(x Yo Yo) —Y5 - 
En résolvant (6) analytiquement ou par une méthode numérique, trou- 
vons approximativement la correction & et prenons 
Yi = Yo(x)+ © 


pour l’approximation suivante. 
La procédure décrite reste valable pour le problème non linéaire interve- 
nant dans l’approximation du problème (1). 


TROISIÈME PARTIE 


SCHÉMAS AUX DIFFÉRENCES POUR 
LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 
NOTIONS FONDAMENTALES 


En parlant des schémas aux différences pour les équations différentielles 
ordinaires nous avons défini la convergence, l’approximation et la stabilité. 
Un théorème a été démontré aux termes duquel, un problème aux limites 
aux différences approchant un problème différentiel et étant stable, sa solu- 
tion converge avec le resserrement du réseau vers celle du problème difré- 
rentiel. Ce théorème suggère les procédés de construction de schémas aux 
différences convergents utilisés pour la résolution numérique des problèmes 
aux limites différentiels : 1l faut construire des schémas aux différences 
approximants et en sélectionner stables. | 

Les définitions de la convergence, de l’approximation, de la stabilité 
et le théorème reliant ces trois notions sont de caractère général. Ils ont un 
sens pour n’importe quelle équation fonctionnelle. Plus haut nous les avons 
illustrés sur des schémas aux différences pour les équations différentielles 
ordinaires et pour l’équation intégrale. Nous nous proposons maintenant 
de donner plusieurs techniques principales de construction de schémas aux 
différences et de vérifier leur stabilité sur les exemples de schémas pour les 
équations aux dérivées partielles. Nombre de circonstances nouvelles im- 
portantes se feront jour dont les principales sont la diversité des réseaux 
et des procédés d’approximation, l'instabilité de la plupart des schémas 
approximants choisis au hasard, les difficultés que présentent l’étude de la 
stabilité et le calcul de solutions des problèmes aux limites aux différences 
(ce dernier exige un effort mathématique spécial). 


CHAPITRE 7 


PROCÉDÉS SIMPLES DE CONSTRUCTION ET D’ÉTUDE 
DE SCHÉMAS AUX DIFFÉRENCES 


$21. Rappels et illustration des définitions principales 


1. Convergence. On demande de calculer approximativement la solution 
u du problème aux limites différentiel 


Lu =f (1) 
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posé dans un domaine D de frontière /”. On choisit à cette fin un ensemble 
discret de points D, (un réseau) appartenant à D+1", on introduit un espace 
vectoriel normé U, de fonctions définies sur D, et on établit une correspon- 
dance entre la solution u et une fonction [u}; € Uz, la table cherchée de u. 
Pour approcher la table [u};, que nous avons convenu de prendre pour 
solution exacte du problème (1), 1l faut, à partir de (1), former un système 


d'équations 
Lu® = f® (2) 
en u®) de U, tel qu’on ait convergence 
Eu}s—2% lu, — 0 pour À — 0. (3) 


Si la solution du problème aux limites aux différences (2) vérifie l’inégalité 
IE —-u® lu, < Chf, 


la convergence est dite d’ordre k en h. 

La construction du schéma aux différences convergent (2) est partagée 
en deux étapes : la construction du schéma (2) approchant le problème (1) 
pour la solution x de celui-ci et la vérification de la stabilité du schéma (2). 

2. Approximation. Rappelons la définition de l’approximation. Pour 
que cette notion ait un sens, on introduit une norme dans l’espace F, dont 
fait partie le second membre f * de l'équation (2). Le problème aux diffé- 
rences (2) approche par définition le problème (1) pour la solution u si dans 


l'égalité 
Lulu]; = f+ fn 
le résidu ôf(” dû à la substitution de [u], dans le problème aux limites aux 
différences (2) tend vers zéro avec À : 
PIE, = Lalla -fA Ir, — 0. 
Si 
Mr, < CR, 


avec C indépendant de h, l’approximation est d’ordre k en H. 
Construisons, par exemple, pour le problème de Cauchy 


, (, 
a = pr, 0), — 0 <X< 0, O<1<T, | (4) 
u(x, 0) = p(x), —æ <X< 0 


un schéma aux différences approximant. Le problème (4) prend la forme (1) 
en posant 


Lu = Fe —æ<x<eæ, O<I<T, 
u(x, O), — © << NX < ©, 


px, ),, —æ<x< ©, O<'<T, 
= 
y(x), — oo <X< ©. 
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Le réseau D, sera l’ensemble de points d’intersection des droites 
x=mh, t=n, m=0,+1,...; n—=0,1,...,[T/t] 
où À — 0, r = 0 sont des nombres et [T/r] la partie entière de T/r (fig. 8). 


Fig. 8 


Supposons qu’il y a entre le pas h et le pas 7 la relation 7 = rh, r étant cons- 
tant, de sorte que D, est fonction du seul paramètre h. La fonction discrète 
cherchée est la table [u], = {u(mh, nr)} de valeurs de la solution u(x, ft) 
du problème (4) aux points du réseau D;. 

Construisons le schéma aux différences (2) approchant le problème (4). 
Les valeurs de w* au point (x,,, #,) = (mh, nt) du réseau D, seront désignées 
par u*. Le schéma (2) s’obtient en approchant les dérivées Ou/0f et Gu/ôx 
par les rapports aux différences 


Ou  UCX, + T)— u(x, 1) 


ot PAR T (4) 
Ou _ u(x+h, D) u(x, 1) 
Ox z, ! 10 h ° 
Ce schéma est de la forme 
un ur Un +17 Un 
T L h 


= q{(mh, nt), 


m=0,+1,...; n=0,1,...,[T/t]-1, 6) 
u9, = y(mh), m = 0, +1, ... 
L'opérateur L, et le second membre f * pour le schéma (5) sont donnés par 
les égalités respectives 
unti—ur … Un+1 — Un 
T h L 
m=0,+1,...; n—0,1,...,[T/t]—1, 
uw, m=0,+1,..., 
g{mh, nt), m=0,+1,..., n=0,1,...,[T/Tt]-1, 
y(mh), m = 0, Æl, ::: 


Lu) = 


FU — 
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On voit donc que # * est un couple de fonctions discrètes œ(mh, nr) et 
y(mh) dont l’une est définie sur le réseau bidimensionnel 


Gmt)=(mhnt, m=0,+1,...: n—=0,1,...,[T/r]-1 
(voir fig. 8) et l’autre sur le réseau unidimensionnel 
(Xm 0) = (mh, 0), m—0,1,… 
L’équation aux différences (4) est résoluble en u#*! : 
url = (1—nui,+ru,,, +To(mh, nt). (6) 


Connaissant les valeurs w?, m = 0, +1, ..., de la solution w{*) aux 
points du réseau pour ? = n7, on peut donc calculer les valeurs #7*} pour 
t = (n+1r. Les valeurs w, pour r = O étant données par les égalités 
u%, = y(mh), il est possible de calculer de proche en proche les valeurs de 
u(®) sur les droites f = T, 1 — 2t, ...,i.e. partout sur Dy. 

Etablissons maintenant l’ordre d’approximation du schéma (5). On peut 
assimiler F; à l’espace vectoriel de tous les couples de fonctions bornées 


gM = (7°) en posant 


ele, = max|g,|+max |, | (*). 
m,n m 


Comme indiqué au $13, la norme pour laquelle on considère l’approxi- 
mation peut être introduite de façons différentes mais avec un arbitraire 
déterminé. I1 nous suffit pour le moment de prendre comme norme la borne 
supérieure des modules de toutes les composantes de g* € F,. et nous 
l’'edmettrons partout dans la suite de ce paragraphe. 

Supposons la solution (x, f) du problème (4) possédant des dérivées 
secondes bornées. Selon la formule de Taylor on a alors 


1 Xm+ Às 10) = U(Xres 1n) _ OU(Xms Le) À d'u(x, +, 1) 


h De ie ge o 
(Xe In ET) X ms 1m) __ OU(Xm Lu) rs ŒU(Xm» {a +77) 
T = or 2 or d 


£ et n étant des nombres dépendant de m, n et h et vérifiant les inégalités 
O<E<h,0<n< Tr. 
Moyennant les formules (7) l'expression 


| U( Xe In FT) U(X ms 10) U(X + sn) U(X ms Lu) 
T h ? 


Lalu]s = | ( 0) 
Um) 


(*) Si max |g",| ou max |w,| n'est pas réalisé, il s’agit de la borne supérieure 
sup |p,l ou sup |y..|. 
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se récrit comme 


(-#) T ur +7) hi Œu(x, +E,1,) 
Llu]; = O1 Ox)xs 


2 (e] ds 2 Ôx° ? 
U(Xm 0)+ 0 

ou 

Lituli = f0+ 870, 
avec 

T Cure Int) _ h Œu(x +6, 1.) 

Of = 7 2 or 12 Ox° ; 

0. 

Donc 


| | 0° | 
Pie, < (sup | a . —+sup Ée 4. 

Ainsi, le schéma aux différences considéré (5) approche le problème à 
l’ordre 1 en À pour la solution u(x, f) admettant des dérivées secondes bor- 
nées. 

3. Stabilité. II nous reste à rappeler et à illustrer le concept de stabilité. 
Le problème aux limites aux différences (2) est stable par définition s’il 
existe des nombres à = 0 et ho = 0 tels que, quels que soient À = ho et 
ôf ® appartenant à F, et vérifiant l'inégalité || df ||, < Ô, le problème 
aux limites sous forme de différences 


L,24) = fM LG 
admette une solution et une seule et 
20 um lys «Ci M i[r, » 


C étant une constante indépendante de 4. 

En introduisant la notion de stabilité ($12) nous avons montré que, 
l’opérateur L, étant linéaire, la définition formulée équivaut à dire : 

Le problème aux limites aux différences (2) est stable s’il existe un ho > 0 
tel que, pour h < ho et f € F, quelconque, il soit résoluble de façon uni- 


que et 
Fu®liu, «CIF, (8) 


C étant une constante indépendante de h et f®). 

La propriété de stabilité s’interprète comme la sensibilité uniforme en 
h de la solution de (2) aux perturbations 6 du second membre. 

Soulignons qu’en vertu de la définition citée, la stabilité est une propriété 
intrinsèque d’un problème aux différences, qui se formule indépendamment 
du problème différentiel, en particulier indépendamment de l’approxima- 
tion et de la convergence. 

Pourtant, si un problème aux différences approche celui différentiel pour 
une solution u et est stable, il y a convergence (3), et l’ordre en h de la conver- 
gence coïncide avec l’ordre d’approximation. 
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La démonstration de ce théorème important a été faite au 812. 
Montrons la stabilité pour r < 1 du schéma aux différences (5). || : [|u, 
sera muni d’une norme définie par l’égalité 


249 lu, = supilu,|] = max sup |u,,|. 


La norme || -{||r, sera comprise au sens ci-dessus : si g() € F3, 
0 = ce, mMm=0 ES n=0, LL: 0) 
Vm» m = 0, sn) PES 
alors 
gr, = max]|g,|+max]|y,| = max [max | go | + max ||]. 


Mettons le problème aux différences 
Run Uny1 = Un n m = 0, +1, ...; 
n = 0,1,..., [T/t], (57) 
vs; mb El... 


qui ne diffère de (5) que par le caractère arbitraire des seconds membres 
Ph Ym ne Coincidant en général pas avec qg(mh, nr) et y(mh), sous la forme 
ut = (l— run + us 1 TP , 
(6) 
Un = Pm: 
Puisque r < 1, on a 1—r > 0. Dans ce cas a lieu l’estimation 
[Ont runs) <1(-r)+r] max (lu, |, luns1l) = 

= max (|u%|, |u%,,1) < max |w,|. 


Utilisons-la et déduisons de (6°) 
uni] < max|u,|+rtmax|g,| <max|u,|+r max|p,l. (6) 


Notons que sig”, = 0, l'inégalité (6”’) entraîne la non-croissance de max | u?,| 


m 
avec l’augmentation de n. Cette propriété d’un schéma aux différences porte 
le nom de principe du maximum. C’est ainsi que nous appellerons, afin d’être 
plus bref, l’inégalité tout entière 


[uftil < max u?,|+7 max ||. 
m m,n 


Son second membre ne dépend pas de m de sorte qu’on peut effectuer dans 
le premier membre la substitution | u%+t1! = max | #1] et obtenir 
m 


max [ul] < max |uf, +7 max]|g?|. 
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De même 
max |u,| < max |u%l|+r max]|g’,|, 
m m mn 


max | u},| < max |u2,| +7 max |? |. 
m m m,n 


Une addition terme à terme et la réduction des termes semblables donnent 
max [+1] < max | 1, |+(n+ 1) max | g%, |, 
m m m,n 


d’où immédiatement 
max |u%t1| < max |y,1+7T max ignl < SOA +T ISA IE, = 
m m m,n 


= (+7) FA Ir, 
L’inégalité démontrée 


max [ut] (147) || fe, 


est valable pour tous les n de sorte qu’elle le reste en remplaçant max |uz*}| 
par max max 4%] = ||u||u,: 


” au, < (+) SOI (9) 


L’inégalité (9) signifie la stabilité du problème linéaire (5) puisqu'il y a 
évidemment existence et unicité de la solution du problème (6’) pour g*, 
et y, arbitraires bornés. Le rôle de la constante C de l'inégalité (8) est ici 
échu à 1+7T. 

I] serait faux de dire que l’approximation du problème aux limites diffé- 
rentiel (1) par le problème aux limites aux différences (2) assure à elle seule 
la stabilité et donc la convergence (3). Nous l’avons constaté au $9 sur 
l'exemple spécial d’un schéma aux différences approximant mais divergent. 

Dans le cas d’équations aux dérivées partielles un schéma aux différences 
approximant pris au hasard s’avère en général inapplicable, ce qui fait que 
le choix d’un schéma stable (donc convergent) est le souci majeur du prati- 
cien du calcul numérique. 

Rappelons par exemple que la démonstration de la stabilité du schéma 
aux différences (5) a été menée sous l'hypothèse t/h = r < 1. Sir > 1, le 
problème aux différences (5) approche toujours le problème (4) mais notre 
démonstration de la stabilité ne joue plus. Montrons que dans ce cas il n’y 
a pas de convergence de la solution #{* du problème aux différences (5) 
vers la solution u(x, r) du problème différentiel (4) et que la stabilité ne peut 
par conséquent avoir lieu, vu que la stabilité implique la convergence. 

Soit, pour fixer les idées, g(x, r) = 0 de sorte que g(mh, nr) est également 
identiquement nul, et soit ensuite 7 = I. Le pas À sera choisi de façon que 


le point (0, 1) du plan Oxt appartienne au réseau, 1.e. le nombre 
il ] 
Ne 


r 4 rl 


11—20013 
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est entier (fig. 9). En vertu de l’équation aux différences, 
un = (l—run+rum si. 


La valeur #5+1 = y” de la solution 4” au point (0, 1) du réseau s’exprime 
en fonction de ses valeurs 5 et u? aux points (0, 1—+) et (4, 1—+), celles-ci 
en fonction des valeurs u57?,u?1,u5"1 de la solution en trois points (0, 1—2rt), 
(h, 1—27) et (2h, 1-27). Les trois valeurs 7}, u-1, 4-1 s'expriment à 
leur tour par les valeurs de la solution en quatre points (0, 1— 3x), (h, 1—3r), 
(2h, 1— 37), (3h, 1— 37), et ainsi de suite, si bien que la valeur finale +1 
est représentée en fonction de u?,, va- 
La leurs de la solution aux points (0, O), 
(0, ! (h, O0), (2h, 0), ..., (h/t, 0) = (Nh, 0) 
du réseau. Tous ces points se trouvent 

sur le segment 


pare + 
T r 


de la droite f? = 0 (fig. 9), où on a pour 
l'équation différentielle la condition 
initiale 

u(x, 0) = y(x). 


1 
L. (F0) 4, 8) Ainsi, la solution de l'équation aux 
Fig. 9 différences au point (0, 1) du réseau ne 
dépend pas des valeurs de la fonction 
y(x) aux points x extérieurs au segment 


0O<x< a L 
Fr 
On vérifie aisément que le problème 


-——-— = 0, —æœ<X<0oo, t>0, | 
u(x, 0) = px), —<x<, 
admet pour solution la fonction 
u(x, ©) = y(x+t). 


Celle-ci est constante sur chaque caractéristique x+7# = const et, en parti- 
culier, sur la droite x+1 = 1 passant par les points (0, 1) et (1, O0) (voir 
fig. 9) et vaut y(1) au point (0, 1). Il en résulte qu’il n’y a en général pas de 
convergence pour r > 1. En effet, le segment 


Oxx<+<i 


de l’axe des abscisses ne renferme alors pas le point (1, O). Si, pour une 
certaine y(x), on avait fortuitement la convergence, on pourrait alors, sans 
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modifier y(x) sur le segment 


| 
0<x<e— 


et en conservant donc la valeur de la solution de l'équation aux différences 
au point (0, 1), violer la convergence en faisant varier y(x) en x = 1 et 
au voisinage de ce point, fait qui se répercuterait sur la valeur #(0, 1) = y(1) 
de la solution de l'équation différentielle. Cette variation de y(x) pourrait 
être faite de façon qu’il y ait toujours existence de dérivées secondes de y{x) 
et de la solution u(x, f) = y(x+#f) et donc approximation pour la solution 
u(x, f). Dans ces conditions la stabilité du schéma (5) donnerait lieu à la 
convergence. Cependant, étant donné l’absence de convergence pour r = 1, 
la stabilité n’a pas lieu non plus. 

La démonstration faite de l'instabilité du schéma aux différences (5) 
l’a été de façon indirecte. Il y a intérêt à suivre directement l’effet de l’in- 
stabilité du schéma (5) pour r = 1 sur la sensibilité de la solution #(* aux 
erreurs à la donnée de f(". Car c’est bien cette sensibilité uniforme par rap- 
port à À qui a été définie par nous en tant que stabilité. 

Admettons que, quel que soit h, on a les identités ç(mh, nr) = 0 et 
y(mh) = 0, de sorte que 


et la solution 4% = {#7} du problème (5) est 4, = 0. Supposons de plus 
qu’en se donnant les données initiales on a commis une erreur si bien qu’on 
s’est donné non pas y, — Ô mais ÿ, = (—1)" €, € = const, et donc, au 


lieu de 
fn = er] 2; 
LA 
0 | 
fn = L | ISA, = €. 


Désignons par #4) la solution obtenue dans ces conditions. En vertu des 
équations 
Gn = (—-rnt lümr) 


üm = (—1)"e, 
on a pour à}, : 
dn = (+ mu = (-r)(—-Dre+r(—1)"*'e = 

= (1—2r)(—1)"e = (1—-2r)22,. 
On voit que l’erreur commise pour n = 0 s’est trouvée amplifiée par le fac- 
teur (1—2r). En passant à ÿ£, on obtient 

ü, = (nt mn = (A —-2r)8, = (A —2r) Ge, 
11e 
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et en général 
ün = (1-27), = (1—2r} (—1)"e. 


Lorsque r = 1, on a 1—2r < —]1 de sorte qu’en passant d’un niveau ? = nt 
du réseau au niveau suivant l’erreur 


Un = (—1}"e 


est multipliée par un nombre négatif de module supérieur à l’unité. Pour 
n = [7/r},on a 
nl = 11-2771 26,1. 


D'où 
D ju, = 1127701 |90) = | 1 —2r 7/0) max |ÿ,| = 
= [1-27 | || FO], 


Pour T fixe, l'erreur primitive (— 1)” sur les données initiales augmente 
un nombre de fois égal à |1—2r|{7/t#l, nombre qui croît rapidement avec 
h tendant vers zéro. 

Faisons maintenant une brève critique de la façon dont nous avons ap- 
précié la qualité de l’approximation en comparant la grandeur de la norme 
du résidu || àf ||}, avec une puissance de h. Il est connu que dans le cas 
de schémas stables l’ordre d’approximation coïncide avec l’ordre de grandeur 
de l'erreur [u];,—u" sur la solution. La qualité d’un schéma s’évalue naturel- 
lement par le volume de calcul assurant la précision désirée, et le volume de 
calcul est en général proportionnel au nombre N de points du réseau utilisé. 
Pour les équations différentielles ordinaires N est proportionnel au pas h, 
si bien qu’en disant que l’erreur € == h, nous affirmons par là même que 
e = 1/NP, c'est-à-dire qu’en réduisant l'erreur de moitié on augmente de 


P— 

V2 fois le coût du calcul. Lorsqu'il s’agit des équations aux différences ordi- 
naires, l'ordre d’approximation en h caractérise donc l’effort mathématique 
nécessaire. 

Il n’en est plus de même en ce qui concerne les équations aux dérivées 
partielles. Dans l’exemple considéré d’un problème en deux variables x et #, 
le réseau est défini par deux pas 7 et h. Le nombre N de points du réseau 
contenus dans un domaine borné du plan Oxf est en 1/(th). Le nombre N 
peut lui aussi servir à évaluer le volume de calcul exigé par la résolution des 
équations aux différences. Soit r = rh. Alors N = 1/h°, et e = h° équivaut 
à e = 1/NP%. Sir = rh°, ona N = 1/h, et e = h? équivaut à € = 1/NP8. 

Dans le cas des équations aux dérivées partielles 1l serait donc plus logi- 
que de mesurer l’ordre de grandeur de l’erreur non pas à l’aide des puissances 
de h mais par celles de 1/N. Néanmoins nous fixons notre choix sur le pro- 
cédé d’appréciation décrit vu qu'il est plus commode pour le calcul. Le lec- 
teur ferait cependant bien de ne pas perdre de vue la circonstance notée 
lorsqu'il aura à apprécier la qualité des schémas aux différences. 

Notons de plus que l'affirmation sur la proportionnalité de l’effort de 
calcul au nombre N de points du réseau n’est pas toujours vraie non plus. 
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On pourrait citer des exemples de schémas aux différences qui permettent 
d’obtenir une solution au bout de = N1+4 opérations arithmétiques, avec 
q = !/2, 1 ou même 2. C’est le cas de problèmes aux limites aux différences 
approchant les équations elliptiques ou de problèmes en trois variables 
indépendantes ou plus (par exemple, u = u(t, x, y)). Pour le cas multidimen- 
sionnel la construction de schémas aux différences à l’aide desquels on 
obtient une solution par = N opérations arithmétiques constitue un pro- 
blème ardu (nous en parlerons aux $$31, 32). 

S’il s’agit des calculs réels sur machine, on compare les algorithmes 
mis en œuvre en évaluant la qualité du schéma selon le critère temps machine. 
Celui-ci n’est pas forcément proportionnel au nombre d'opérations arith- 
métiques. 

Il est à noter le rôle (parfois prédominant) du temps que demande le 
passage de l’information d’un bloc de mémoire à l’autre et le coût des 
opérations logiques. 


Exercices 


1. Pour le problème de Cauchy (4) étudier le schéma aux différences suivant : 


Ut Um Un Um 1 


- a = p(mh, nt), 
m=0,+1,...; n—=0,1,...,([T/t]-1, 
u® = p(mh), m0, El; 


oùT = rh,r = const ; à savoir 
; a) écrire l'opérateur L, et le second membre f'‘* pour ce schéma écrit comme 

Lu = fin, 

b) donner la position relative de trois points du réseau en lesquels les valeurs de u‘* 
sont liées par l’équation aux différences pour m et n fixes, 

c) montrer que le schéma aux différences approche le problème différentiel pour la 
solution u(x, t) à l’ordre 1 en À, u(x, tr) possédant des dérivées secondes bornées, 

d) vérifier si, pour un certain choix de r, 7 = rh, il y a stabilité du schéma étudié. 

2. Pour le problème de Cauchy u,+u, = g{x, 1), u(x, 0) = y(x), — oo <= x = ©, 
0 = 1 = T, étudier, suivant le plan proposé dans l'exercice précédent, chacun des schémas 
aux différences 


ustiur, F uY—u%,_; 


- n = g{mh, nr), 
m= 0, Li,:.:: = 0,1: /r]=1, 
u% = yp(mbh), m=0,+t1,...; 
Un Unzi Un 
or h = g(mh, nt), | 
m=0,+1,...; n=0,1,...,[T/r]-1, 


u® = p{(mlh), m =0, +1, ... 
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822. Procédés simples de construction de schémas aux différences 
approximants 


1. Remplacement des dérivées par des rapports aux différences. La techni- 
que la plus simple de construction de problèmes aux limites aux différences 
qui approchent les problèmes différentiels consiste à remplacer les dérivées 
par des rapports aux différences correspondants. On donne ci-dessous 
plusieurs exemples de schémas obtenus de cette façon où nous utiliserons 
les formules approchées 


_dfG@) L JG+4z DE 


dd. Az 
df(2) ”_ f()-f(z-— Az 
dz Az (1) 
df@) < ZG+4z z)—f(z-— Az 
de 2Az 
Œf(z) _ f(z+4:)-2/(2)+f +4) 
dé © A:° 


Sous l’hypothèse que f(z) ait un nombre suffisant de dérivées bornées, 
on peut écrire les expressions des restes de ces formules. Selon la formule 
de Taylor, 


fe+d) = fO)+4f' + s'o+ Ef'@+ 
+ fo(2) + o[(42ÿ1, 


CT 


fe-47) = f@-4f + r'o-f'+ 
+ CE f0(2) + o[(4z)']. 


Les développements (2) permettent de En les restes de (1), 
notamment on a 


ÉRIE = fa+[S "+04, 


JG) ra Az) _ f'a+[-$5" +0), 


fe (3) 
CSS par" @+0( 4), 
LE A a = f''(2)+ [- FO (2)+ o((4z}°)]. 


Les restes des formules approchées (1) figurent dans les égalités corres- 
pondantes (3) sous forme d’expressions entre crochets. 

Il est évident que les formules (1) et les expressions (3) des restes peu- 
vent être utilisées en remplaçant les dérivées partielles par des rapports 
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aux différences. Par exemple, 
Ou(x, 1)  u(x, 1+4t)—u(x, 1) 


& At 
et 
uU(x, ue 1) _ 2x 1) " É At sS 1) +0 45)]. 
De même 
Ou(x, 1) __ u(x+ Ax,1)—u(x, t) 
dx  — Ax 
et 


u(x+ 4x, D) u(x, ?) Ou(x, !) Ax Œu(x, t1) 
en te le es +) 


et ainsi de suite. 


EXEMPLE 1. Reprenons le problème de Cauchy (4) du $21 : 


Ou Qu 
— 3 = p(x, à), — © < X < ©, O<1<T, | «) 
u(x, 0) = px), —æ <x< 0. J 


Construisons pour l’approcher trois schémas en utilisant dans les trois 
cas le réseau D, formé par les points d’intersection des droites x = mh, 
t = nr situés dans la bande 0 & f &T. Les valeurs de + et h seront suppo- 
sées reliées par l'égalité 7 = rh, avec r une constante positive. Le plus 
simple de ces schémas s’écrit comme (5) du $21 


Ut Un Um +1 Un _ 
Lu = | ge = ph, mc), (5) 
un, = y(mh), 


et s'obtient en remplaçant les dérivées u, = Ou/Ot et u, = Ou/Ox par les 
formules approchées . 
u,(X, 1) =: u(x, TI ECe De 
u(x+h,1)—u(x, 0) 
h 


Une étude détaillée de ce schéma a été faite au $21. Dans son cas le 
résidu Ô /* apparu en substituant la solution [1], du problème différentiel 
au premier membre du problème aux différences 


Liu}, = fO+f 
est défini par la formule 


u,(x, 1) = 


T 


ôf a) _ J Es Ur 5 Us) En o(T+h), 
| o. 
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La norme d’un élément f®) € F, sera assimilée dans ce paragraphe au 
maximum de toutes les composantes de f". On a alors évidemment 


OIL, = O(T+h) = O(rh+h) = O(h), 


et l’approximation est d’ordre 1. 
Le deuxième schéma s’obtient en recourant à une autre formule pour 
Ou/0x : 
Ou(x, 1) _ UCX, D —u(x— h, 1) 

ox h j 
et il est de la forme 

tu, Un Un 

L,u®) = T _ h = g(mh, nt), 
Um = p(mh). 


Jci 


ôf in = I Es Ut Uxx)" +0(T+h), 


9 
#1, = O(h), 
et l’approximation est de nouveau d’ordre 1. 

La différence entre ces schémas paraït inessentielle. Mais nous verrons 
dans la suite que le deuxième schéma est impraticable : il est instable pour 
tout t/h = r = const. 

On aboutit au troisième schéma 
Un+i + Um) 

2 Un +17 Um 


Lau) = ER — g(mh, nt), 
un, = p(mh), 


+1 
un — 


en remplaçant les dérivées par des rapports aux différences moyennant les 


formules approchées 
u(x=h,t)+u(x- h, 1) 


Aux, D u(x, 1+7T)— Q 

ü … T 
Ou(x, !1)  u(x+ h,t1)—u(x, 1) 

x h | 


Si la solution u(x, f) du problème (1) est suffisamment régulière, on 
trouve à l’aide des développements tayloriens (2) 


u(x+h, )+u(x— h,1) 
2 u(x+ hi, 1)—u(x, 1) 
T Es h Es 
Q û h° © L 4 
__ [ou u u Fes Ou |. +0(#+#+%) _ 


— |['& 0x 2r 0x BTE 


h 
= q(x, + |-> xt Ut O(HE)] ; 


u(x, 1+T)— 
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Donc 
gGnh, nb) + [ue + Eu +O()|, 
y(mh)+0, 
de sorte que àf(” de la formule 
Lulu = f+ of" 


Liu}; = 


est de la forme 


h T 
ôf a) = — 57 Uxx + Un O(R?), 
0. 


Par conséquent, [|| — O(h) et l’ordre d’approximation est 
1 comme dans les deux exemples précédents. 

Plaçons-nous maintenant dans le cas où 1l y a entre les pas du réseau 
une relation définie non pas par 7 = rh, mais par 


tT = rh°,r = const, 


déterminant une diminution accélérée du pas 7 devant le pas h. Alors 


LIÉ--sS). +ou, 


‘@ Ôx 2r 0x 


L — 
es | u(mh, nt). 


On en conclut que le schéma aux différences considéré approche le 
problème 


u(x, 0) = y(x) 


et non pas le problème de Cauchy (4) dont nous nous sommes proposé 
d’obtenir une approximation. 

Ainsi, un même schéma aux différences approche pour h — 0 des 
problèmes différentiels différents selon la relation 7 = +(h). De tels schémas 
sont dits rigides. 

On facilite le stockage d’un schéma aux différences en le représentant 
sous forme d’une image donnant la position relative des points du réseau 
(pochoir) en lesquels les valeurs de la solution sont liées par l’équation 
aux différences pour certains m et n fixes. 

La figure 10 donne les pochoirs correspondant aux trois schémas étudiés. 


MAN) (n+/,n) 07,11) mL) (nn) 
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EXEMPLE 2. Considérons deux schémas aux différences approchant le 
problème de Cauchy pour l’équation de la chaleur 


Ou Ou : 
sx = pt), —æ<x<e, O<1<T, 
u(x, 0) = y(x), Re 


Le schéma le plus simple 


m+1 _,," DM Lun 
pou à SES = gtmh, ne), 
| un = p(mh), 
fu = g(mh, nt), 
ph) 


s’obtient en remplaçant les dérivées u, et u,. par des rapports aux différences 
conformément aux formules 
U(X, 1+T)—u(x, D) 
T 9 
u(x+ h, 1)—2u(x, D +u(x— h, 0 
h° ° 


u(x, 1) = 
Uxx(X, D) & 


A condition d’utiliser pour u,,(x, f) une autre formule 


u(x+h,1+tT)—2u(x, 1+7T)+u(x— h, 147) 
Uxx(X, ) & a à 
nous arrivons à un autre schéma 

CE 2 2 ot 1 EE 
Lu) — | T = h° 27. q(mh, nt), 
u, = y(mh) 


pour la même équation. Afin de pouvoir distinguer les opérateurs L, cor- 
respondants, nous les avons numérotés : Lu = FO), LŒu — fu, 
Les pochoirs associés à ces schémas sont représentés à la figure 11. 


RE Fil 
ONs 11) 


9 


(M n#1) 


(n-1,n) 
Fig. 11 


Ces schémas diffèrent sensiblement. En effet, en calculant la solution 
u() par le premier on ne se heurte à aucune difficulté et on utilise la formule 
explicite 

ul = (1-27), +rur, + ur.) + 7to(mh, nr), 


où r = t/h°. Celle-ci s’obtient de l’équation aux différences qu’on résout 
en w+1, Connaissant les valeurs u#, m = 0, +1, ..., de la solution au 
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niveau { = 1,(= nt) du réseau, on peut trouver ses valeurs #%t1 au niveau 
suivant { = 1,,1. 

Cette propriété commode n’est plus celle du deuxième schéma et l’équa- 
tion aux différences écrite pour m et n fixes n’est pas résoluble en #1 
en exprimant cette valeur par les valeurs connues u%,.,, u,, uf,_, du 
niveau précédent. Le fait est que cette équation contient, en plus de la 
valeur inconnue w##1, les inconnues +1, ul. On définit donc #1, 
m = 0, +1, ..., en résolvant l’équation aux différences relativement à la 
fonction +1 de l’argument m. Malgré tout ce que nous venons de dire, 
nous montrerons dans la suite que le schéma Lu( = f() est, comme de 
règle, plus commode que Lu — fu, 

Lorsque t = rh?, r = const, les deux schémas réalisent une approxi- 
mation d’ordre deux en k. Calculons le résidu àf* et évaluons l’ordre 
d’approximation du deuxième schéma. Moyennant les formules (3) nous 
pouvons écrire 


T h2 
(—Usx)xmmh, 5 Un(Xs lat) — 5 Uxxxx(Xs ln+1) + O(T +9), 
2 12 
tæ=(n+1yr 


LP[u], = | ( h 0) 
u(mn, Ô). 


D'où, compte tenu de T7 = rh, 


con, = | Pr fn+1)+ O(H?), 
di p(mh) + 0, 
ôf a) = EX tn) — P{Xm» tn +1) + O(h?), 
O. 
Mais 


E(Xm 1n+1) = P(Xms 1n)+ (EX ln+1) —P(Xms {n)] = 
= P(Xm ln) + O(T) = GX», ln) + O(h?). 
C’est pourquoi 
HAL, = O(h?. 


EXEMPLE 3. Considérons le plus simple schéma aux différences qui ap- 
proche le problème de Dirichlet relatif à l’équation de Poisson dans le carré 
D(0 = x = 1,0 < y = 1) de frontière l' (fig. 12, a) : 


UxxtUyy = (x, }), (x, y) € D, 
ur — px, p), (x, }) er. 
Construisons un réseau D, avec les points (x, ?,) = (mh, nh) de l’inté- 


rieur ou du contour du carré. Le pas h sera choisi tel que le nombre 1/h 
soit entier. Définissons le schéma aux différences L;w) = f%) par les 
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égalités 

+ ne _ 

Lyu® = = q{mh, nh), (mh, nh) € D, 
Un = (mh, nh), (mh,nh) €}, 

q(mh, nh) si (mh, nh) € D, 

y(mh, nh) si (mh, nh) € T°. 


Un + n 7 un + Une — 1, 
h° 


ff = 


Le résidu àf"), L,[u], = f+6f", s'écrit, en vertu des formules (3), 


h° . 
Ôf M) _ +5 Uxxxx + Uyyyy) lan vu + OU?) 
0, 


(m1 +1) 
Un */11) 


) (7-1) 


de sorte qu’on a une approximation d’ordre 2. Le pochoir à cinq points 
associé à l’équation aux différences utilisée est représenté à la figure 12, b. 
Les schémas aux différences ci-dessus s’obtenaient en remplaçant 
chaque dérivée de l'équation différentielle par un rapport aux différences. 
2. Méthode des coefficients indéterminés. Un procédé plus général de for- 
mation de schémas aux différences consiste à approcher tout l’opérateur 
différentiel et non pas chaque dérivée prise à part. Voyons cette méthode 
pour plusieurs schémas aux différences pour le problème de Cauchy (4) 
et prenons en premier lieu le schéma (5) d’ordre d’approximation un. 
Ce schéma relie les valeurs de la fonction cherchée aux trois points re- 
présentés à la figure 10 à gauche. L’équation aux différences utilisée 


est de la forme 
Au = utlitaur,+aur.,, = g(mh, nr). 


Oublions momentanément que nous connaissons déjà le schéma aux 
différences (5) pour lequel 


Ù 1 1 
@ = — 


l 
Or es OT 
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et, estimant ces coefficients indéterminés, essayons de les choisir de façon 
qu’on ait 


Anbilens, = ($7 2x )le-ns. +00) 
ou T _ 
Anféale=us. = Aul:-u + O(h) (6) 
. js je 
Au = 2. (1) 


Utilisons la formule de Taylor : 
u[mh, (n+1}] = u(mh, nr)+tu,(mh, nr)+ O(x, 
u[(m+1) h, nc] = u(mh, nr)+hu;(mh, ntr)+ O(h®). 
Portons ces expressions au second membre de l'égalité 
Aplu}alxmmh, = Œulmh, (n+ 1)7]+au(mh, nr)+ aul(m+ Dh, nr], 
f[=nTt 


il vient 
h, 
Alu}alxemr, = (@+a0+ 41) u(mh, nt) + dr Eur, 2) 
I'TnT 
ur nt) 


+ ah + O(ar*, a1h°). (8) 

Puisqu'on s’est proposé de choisir les coefficients @, ao, 41 de façon 
que soit remplie la condition d’approximation (6), il est naturel de grouper 
préalablement les termes du second membre de (8) pour mettre en évidence 
le terme (7). Les termes restants constituent alors un reste qui doit être 
petit. On isole le terme /u en remplaçant les dérivées Gu/ût et Gu/ôx du 
second membre de (8) par les formules respectives 


Ou = À} Ou Ou Ou 
ET 0x ôx rt 


Pour fixer les idées, arrêétons-nous sur la première. 

Les pas 7 et h seront de plus reliés par 7 = rh. r étant une constante. 
Dans ces conditions, l’égalité (8) prend la forme 
Alu} |xe mh, = ærh.lu \x=mh + (a + do+ a) u(mh, nt) + 


tent {=nt 


+ (a0r + @) hu,({mh, nt) + O(arh, aih°). (9) 


Parmi toutes les fonctions régulières u(x, #) 1l en existe pour lesquelles 
u, Ou/0x et Ou/0t prennent en tout point fixe donné à l’avance des valeurs 
indépendantes quelconques. On peut donc affirmer l’indépendance des 
valeurs 
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I] résulte, par conséquent, de l’égalité (9) que pour que tout second membre 
q(x, f) du problème (4) vérifie la condition d’approximation 


Anltnlcmms, = (At)xumh, + O(R) 
{nr f=ntr 


il faut qu'on ait 
rh = 1+O;(h), 
d'+ao+ai = 0+O:(h), 
(@r+a;)h = 0+O:(h), 


avec O1(h), OA{h), O:(h) des quantités en h. Posons O1(h) = O:(h) = Oa(h) = 
= 0. Le système qui s’obtient alors 


rh = 1, 
d+ao+ai = 0, 
dr + a: = 0 
admet une solution unique 
Il 
nec =" 
rh T 
D 
ET ET 2 
| 
Gi=—— 


qui conduit au schéma connu (5). 
Nous savons maintenant que c’est l’unique schéma parmi des schémas 
de la forme 
Lu) = dur + Qolm + um = g(mh, nt), 
Um = y(mh) 


qui approche le problème de Cauchy considéré. Disant « unique » nous 
négligeons l'arbitraire dû au choix libre des fonctions O1(h), OA{h}), O:(h). 
Nous agirons de même dans tous les exemples qui suivront et nous po- 
serons parfois, dès le début, égales à zéro des quantités arbitraires ana- 
logues à Oh), Oh), O(h). 

Le lecteur vérifiera sans peine qu’une fois prises en considération ces 
quantités conduiraient à une modification peu importante sur le résultat 
de l’exemple considéré : 


@ = - [+0], 


AUr 


n = [= +o)|; 


a = +[-1+0O(h)]. 
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Il en sera de même pour d’autres exemples que nous aurons à étudier. 
Construisons maintenant pour (4) les schémas aux différences 


Lu = Qu + dom + G_iUms1 + Qm+i = Ph, nr), 


Um = y(mh) Ne 


(m,nt1) 
7 RC | 
Fig. 13 


plus généraux reliant les valeurs de la fonction cherchée aux quatre points 
de la figure 13. 

Imposons toujours aux pas du réseau la condition t7 = rh, r = const, 
et introduisons la notation À, en posant 


AUO = dut + ao + 4m 1 + m1 - (11) 
Pour toute fonction u(x, f) suffisamment régulière on écrit moyennant 
la formule de Taylor 
Anlu}alxmmr, = (D +a0+41+0a-1)u(mh, nt)+ 
TE Drhu(mh, m)+(@1— 01) hu, (mh, mo)+ 
+ drhruu(mh, re)+ 5 (ait 4-1) hu (mh, ne) + 
+O(@ rh, ak, a_1h5). (12) 
Mettons en évidence dans le second membre le terme Au = (ôu/0r) —(Ou/Ox) 
en utilisant l'identité u, = u,+ Alu. Il vient 
Anlu}n|xmmt, = DrhAu|xumh, +(@+00+@a1+ 


{mnt 
+a-1)u(mh, nr)+(@r+a1-a-1)hu.(mh, nt)+ 
+2 Prhu(mh, me)+ 5 (a+) Push, re) + 

+ O(@rhs, a1h°, a— 1h). 
Sous l’hypothèse de O(a?rh", a1h°, a_1h°) suffisamment petit — on verra 
dans la suite qu’il en est bien ainsi, — pour que la condition d’approxima- 
tion 

CAlu}s)xm mr, = (C)xe mh, + O(H) 
{mnt {=nt 

ait lieu, il faut que les nombres ®, ao, a1, a-1 vérifient les trois égalités 


suivantes : 
@rh = 1+0;(h), 


d+ao+ai+a-1 = 0+O:(h), 
(@r+ai-a-;}h 0+O3:(h). 
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Comme nous sommes convenus, posons O1(h) = 0, O:(h) = 0, Oa(h) = 0. 
I] vient le système 
@rh = 1, 


@+ao+a+a-1 = 0, (13) 
dr+a1—-a-1 = (. 


Si ces conditions sont remplies, alors 


Alhlcame, = Aucun, ++ Prheun(mh, ré) + 
{=ntr {=nt LE 


" + (a1+a_1) hu, (mh, nr) + O(@rh3, ak, a_1h°). 


Le système (13) admet une famille de solutions dépendant d’un paramètre. 
L’une de ces solutions 


1 r—] | 
a = rh? A1 — O, Go — h 61 a: 
donne le schéma considéré (5). A la solution 
| 1 1 | 
PR AR pe = Gr, 
correspond le schéma 
ut D un, Un+i Um 
Lu") = [== - 2h Une) 
Un = y(mh). 


Ayant choisi une solution du système (13) il faut la porter dans le 
reste et s’assurer que celui-ci est petit. S’agissant des deux solutions con- 
sidérées la substitution de a?, ao, 41, 4-1 donne les restes 


rh Ou  a+a_1 ,»+ Ou 3 3 3 
5 SF + 5 h dx + O(@rh .diñ ‘ a_1h ) 


en O(h). 

Parmi u(x, t) régulières 1l existe des polynômes du deuxième degré 
tels que O*u/Of* et O°u/Ox* prennent en tout point fixe n’importe quelles 
valeurs indépendantes données à l’avance. Cela étant, le terme O(arhà, 
aih*, a_1h°) contenant les dérivées troisièmes du polynôme (x, f) devient 
nul. Ainsi, pour que le reste soit en h, il faut que chacun des coefficients 
de O“u/Or° et O’u/Ox* le soit également. Puisque la première équation (13) 
donne a° = ]/(rh), le coefficient de ©°u/Of° est rh/2 et le reste est toujours 
de l’ordre de 1 au plus. 

Nous avons établi l’impossibilité de construire un schéma aux diffé- 
rences de la forme (10) qui approche le problème 


Ou Cu ; 
Lu = l'a ax = 61) 
u(x, 0) = y(x) 
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à l’ordre h?. Une élévation de l’ordre d’approximation exigerait un nombre 
plus grand de points du réseau aux différences par rapport à celui qu’uti- 
lise le schéma construit. 

Il existe cependant un procédé de construction d’un schéma donnant 
une approximation de l’ordre de h* et se contentant des quatre points indiqués 
du réseau. Ce procédé que nous allons illustrer sur un exemple porte un 
caractère général. Il se trouve qu’on peut prendre les coefficients a°, a_1, 
do, a tels qu’on ait l’égalité 


Alu}, = Œ@u(mh, (n+1)r)+ a-au((m— 1h, nr) + 
+ aou(mh, nr)+aau((m+1)h, nt) = 


rh 


= Au+— 5 (Au): + (Au)x] [x mh, + 
fænt 
+ O(h?) = P;lu ces. + O(h”), 
où 
() 0 
Pr = E++ (+) 


E étant l’opérateur de multiplication par l’unité. Vu que Au = u,—u, = 
= q(x, ?), le schéma aux différences 


Lu = _ dur + au + Com + GUmss = Gm» 


u, = y(mh), 
avec 


= (FE Jam mi, ns: + D (+ Ga) em » 
approchera alors le problème différentiel considéré pour la solution (x, t) 
à l’ordre deux en A. 
Les coefficients a, a_ 1, &. a1 peuvent être choisis, cette fois encore, par 
la méthode des coefficients indéterminés. Ils sont alors 


De ea Lire : RE 7 
rh 0 DT SET 5}: 


et l’opérateur 1, s'écrit 
A = En) en (ls à — 2 + 1). 
La méthode des coefficients indéterminés permet non seulement de 
choisir a°, a_1, &o, a1, tels que 
Anlula = ŒDu(x, 1+7)+ au(x —h, + au(x, + 
+ au(x+h, ?) = P;,Au+O(h°) 


pour l'opérateur P, écrit plus haut, mais aussi de construire tous ces 
opérateurs. 


12—20013 
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Voici comment on procède. 
Admettant que 


AUD = usti+ a un 1 + Gun + Gil s 
on obtient, à l’aide de la formule de Taylor, 
Au, = (+ 00+01+08-,) u(mh, nt)+ rhu(mh, nr)+(a,+ a) hu (mh, nt)+ 
{mnt 
4 + ærhtu (mh, r)+ _ (a+a_) Au (mh, nr)+O(@rh, ah5, a_{h). 
(14) 


Transformons cette expression. Déduisons l’identité 


du Œu 
SF = a + Au) +(4u), 
résultant de la définition de Az : 
Ou du 
œ nu 


La démonstration est donnée par la suite d’identités évidentes 


du Ou du _ Ô 
= (5 +Au) = as + Au = = u+ (Au), = 


. _ (a+ Au) + (Au = nu, + (Au), + (An). 
Utilisons ces identités pour récrire (14) sous une forme équivalente : 


Auhlsnma, = rA(Au)s ++ L ph {(Au), + 


{nt 


Re (@+4+a,+a) u(mh, nr)+(ar+ 
+4a,-a_) hu (mh, nt)+ Ë Pr + (&+a-)] hu, {mh, nt)+ 
+ O(&r"h, ah, a_,h°). (15) 


Construisons un opérateur À, vérifiant la condition A,u = P,Au+O(h:°). Introduisons 
les termes en Au, (Au),, (Au), dans l’expression de P, Au, étant donné que le choix de P, Au 
ne dépend que de nous. Tous les termes restants 


(G+d+a_,+a,) u(mh, nt), 
(@r+a,-—a_,) hu ({mh, nr), 


PH ten hu, {mh, nt), 


O(&rh", a, h°, a_,h) 
figureront nécessairement dans le reste de l'égalité 
Alu], = P,Au+reste, 
indépendamment du choix de l’opérateur P,. La dernière assertion se démontre par le 


fait qu'il y a des fonctions u(x, t) telles que u, u,, u,., Au, (Au),, (Au), prennent en tout 
point (xs, 0) fixe des valeurs indépendantes quelconques données à l'avance u°, u?, u9, 
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(Au), (Au), (Au}2. Tel est par exemple le polynôme 
P(x, 0 = W+ux— xo) + [(Au)° +02] — 10) + 


+=) + Lu + (A+ CAPE 10) + 


+ {ur +(Au)5] (x— x0) (1— 10). 


Les valeurs de u, u,, u,., Au, (Au),, (lu), étant indépendantes et l'opérateur P, quelconque, 
pour avoir l’approximation d'ordre 2 il faut que chaque terme du reste soit de l'ordre 
de h°. Cette exigence s'écrit 


(ay +a+a-1)h = 0, 
(a +a+a-)h° = . 


G++a+a_1 = 0, 
| (16) 


La solution du système (16) est définie à un facteur près. Adjoignons à ce système 
l'équation 
ah = 1, (17) 


exprimant une contrainte naturelle, encore que non nécessaire, sur le choix de l’opérateur 
P, : le coefficient de (Au) dans l'expression de P, Au est égal à l'unité. 
Les seconds membres des égalités (6), (7) pourraient être complétés par des termes 
arbitraires O.(h°), Oh), OA(h°), O,(h°) si ce n'était notre convention qu’ils sont nuls. 
En résolvant le système d'équations (16), (17) nous obtenons les coefficients a°, a_;, 
dy @ déjà cités : 


PRE PLAN 2 


Pour ces valeurs des coefficients, le reste de (15) 
Aus = Au+ À A+ D A+ 


+O(@rh", a,h°, a_,h°) = P,Au+O(@rh5, ah, a_,h3) 
est évalué par 
1O(@&rh", a, h°, a_.h°)| < A(Fh°+ h°), 


À étant une constante qui ne dépend que du maximum des valeurs absolues des dérivées 
troisièmes de la fonction u(x, r). Ce fait se note également comme 


lAuh—P,pIn << A+ Dh. 


Nous avons donc établi qu’à des modifications non essentielles près, parmi tous les 
schémas aux différences de la forme 


Lun) = PU + an + an + Gin = Pa les 


u%, = pm), 
seul 

unti un Une Uhr TT Un +3 Un + Um 

EEE IS 2h 2 h° ou 
Lau = di 
À — [e+ 5 @i+p9]. SEE 

{œnr 
u® = w(imh) 


nc Mi le problème aux limites différentiel (4) pour la solution u(x, #) à l’ordre deux 
en À. 


12° 
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Dans tous les exemples de schémas L;u(* — f() de ce chapitre l’opé- 
rateur L; de l’espace U, dans l’espace F, a été défini par des formules 
explicites. Or, on a souvent intérêt à examiner des schémas où Z, est décrit 
d’une façon plus compliquée. Notre ex- 
posé ultérieur nous réserve des problé- 
mes où de tels schémas apparaissent bien 
naturellement. 

Les techniques décrites de construc- 
tion de schémas aux différences s’appli- 
quent également dans le cas de problèmes 
à coefficients variables, de problèmes non 
linéaires, de réseaux à pas variable. Si l’on 
a par exemple le réseau irrégulier de la 
figure 14, on construit un schéma aux 

Fig. 14 différences en remplaçant les dérivées 
figurant dans l'équation différentielle 
Uxx+)yy = (x, y) par des rapports aux différences à l’aide des formules 


U(Xm +19 Ya)— U(Xm y.) . U(Xm Ya) — U(X 1e Yn) 
Cr Fa 
Ox° Te Yn) a AXn + AXm=1 
2 


+ + (4x cui F3 ET 1xxx + O[(Ax» + Âx m— 1)°], 


+ 


U(Xmr Ya+1) = U(Xs Ya) MX ms Ya) U(Xmr Yn1) 
u | — dy dy, 1 
0 |(zs m0) Jyn + dy 
2 


+ 


+ 5 Cyr — dps_1)+ O((Ay:+ dy 1)°) 


en rejetant leurs restes. 

On teste ces formules par les développements tayloriens (2). La méthode 
des coefficients indéterminés permet d’en établir l’unicité : 1l existe, à un 
arbitraire non essentiel près, un seul jeu de coefficients G-1, Go, 41 pour 
lequel toute fonction u(x, f) suffisamment régulière satisfait à la formule 


ŒU(Xms Ya) 


RC — G_]U(Xn— ls Yn)+ GoU(Xr Yn) + 


+a Un + lo Yu) T O[max (Axm nn IXm)] 


avec un reste infiniment petit d'ordre un en max [Ax»-1, 1x]. 
Une formule de la forme 


ŒUXs Yn) 


Ox° G_1U(Xm— b Yn)+ AUX» Yn)+ 


+ ŒU(Xm+1s Yn)+ O((MaAx (Axm-1, AXm)°]) 


avec un reste d’ordre infinitésimal deux est inexistante pour Axm-1 # Axme 
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Pour pouvoir remplacer la dérivée par un rapport aux différences de 
façon plus précise, 1l faut posséder plus de trois points du réseau. 

3. Schémas de prédiction-correction. Pour construire des schémas aux 
différences approchant les problèmes instationnaires on peut utiliser la 
même idéc que celle des schémas de Runge-Kutta pour les équations diffé- 
rentielles ordinaires, à savoir l’idée de prédiction-correction. Cette tech- 
nique permet d’élever l’ordre d’approximation obtenu avec le schéma initial. 
En ce qui concerne les équations différentielles quasi linéaires, la méthode 
en question fournit une possibilité complémentaire d’obtenir des schémas 
conservatifs dont nous parlerons au 630. 

Rappelons l’idée de la prédiction-correction sur l’exemple d’un schéma 
de Runge-Kutta très simple servant à résoudre numériquement le pro- 
blème de Cauchy pour l’équation différentielle ordinaire 


Left O=Y 0<1<T. (8) 


Si l’on connaît déjà la valeur y, au point #, = pr, pour calculer y,:1 on 
trouve une quantité auxiliaire ÿ,41,. à l’aide du schéma d’Euler le plus 
simple (schéma prédicteur) 


Ÿ 1/. — 
RE = [Eos Yr), (19) 
et on effectue ensuite la correction par le schéma 
PUR = (pires Pat). (20) 


Disposant de la valeur prédite ÿ, 11, obtenue par un schéma exact à l’ordre 
un, on trouve approximativement le coefficient angulaire de la courbe 
intégrale au milieu du segment [?,, f,:1] et on calcule y,:1 par la formule 
(20) avec une précision plus grande que ne l’aurait permis le schéma d’Euler 
(19). 

Comme nous l’avons dit au n° 4 du $19, toutes ces considérations 
restent entières avec y. }», j'h+1. des vecteurs de dimension finie et f une 
fonction vectorielle. Il y a plus. On peut prendre y, y, ÿ,:1;. pour éléments 
d’un espace fonctionnel et f pour opérateur dans cet espace. 

Ainsi, le problème de Cauchy | 


Ou Ou ; 
MeaH no -æ<x< +. 0<1<T. | 


en 
| 


U(x, 0) = px), —oœ < x < ©, 
A = const, peut être assimilé à un problème de la forme (18) en posant 
y(t) = u(x, ?) de sorte que, pour tout r#, y jouera le rôle de fonction de 
l'argument x et l’opération f celui d'opérateur — À ——. Donnons un exemple 
de schéma aux différences prédicteur-correcteur pour le problème (21). 
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ExEMPLE. Soit la fonction discrète u? = {u?,}, m = 0, +1, ..., calculée 
pour p donné. Trouvons #*"" = {g%#5%}, m=0, + 1, ..., fonction auxi- 
liaire rapportée à l’instant 417, = (p+1/,)r et aux points une = (m+1/,)h, 
par le schéma exact à l’ordre un 
p+1/» Unr1+ux 


AUS VA 2 


7/2 


Employons maintenant le correcteur 


+ AH = 0, m = 0, +1, ... (22) 


+ up go+ "a go+Vs 
= +AE CE = 0, m=0, +1, … (23) 
Eliminant &+"/: entre les équations (22), (23) on obtient le schéma 
Se L 4 HE _#Z Hi PR + UE = 0, | ” 
= y(x,), m =0,+1,...; p=0,1,...,[7/r]-1 
qui coincide, lorsque À = — 1, avec (17’). Le cas À # 1 diffère fort peu 


de celui considéré. Le schéma (24) et donc le schéma prédicteur-correcteur 
(22), (23) donnent une approximation d’ordre deux en h ;T = rh,r = const. 


Exercices 
1. Résoudre le problème de Cauchy 
Lx —e<x< ce, 0<1<T. | 
u(x, 0) = y{x), — © < X< co, 


en utilisant le réseau x, = mh, 1, = nt, h = + et en construisant un schéma aux diffé- 
rences de la forme 


Liu = dust + aus 41 + Com + Glm4r = Fm 
: = pmh). 


Comment définir a, a!, a, a, et gA pour qu’il y ait approximation d’ordre 2 en A? 
2. Pour le problème de Cauchy 


Ou -(£ ri Ou 
ôt 0x ©y 
u(x, y, 0) —_ px, y), — oo << X, y < ©, 


] = px », 0, —o<Xx, py< co, O<1<T, 


se servir du réseau x, = mh, y, = nh, !, = pt et construire un schéma aux différences 
approximant. 
3. Etant donné le problème de la chaleur 
du _ Eu 
0x 


u(x, 0) = px), a 


, _æ<x<o,0<1=<T, | (25) 
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considérer pour lui le schéma aux différences 


un un ne CS Ve Me 2 +0) = at ms | 
T h° h? 
u9, = y(mh), 


avec © un paramètre, u”, la valeur de la fonction cherchée au point (x, = mh,1, = nt) 
du réseau. 

a) Montrer que, quel que soit ©, il y a approximation pour la solution régulière 
u(x, ?) à l'ordre O(T+h°). 

b) Choisir un o tel que l’approximation soit à l’ordre O(7° + h°). 

c) Relier les pas du réseau par T/h° = r = const, puis choisir a de façon que l’ordre 
de l’approximation soit hf. 

d) Le paramètre © étant nul, choisir r = T/h° de façon que l’approximation soit en h*. 

€) Peut-on choisir un o tel que pour r = T/h° fixe l’approximation pour toute solution 


régulière soit d'ordre supérieur à 4 ? 
4. Pour le problème de la chaleur 
Ou Ô Ou 
= (dos —o<XxX< %, O<1:1<T, 
u(x, 0) = y(x), —œæœ<X< ©, 


utiliser le réseau x, = mh, 1, = nt et construire le schéma aux différences approximant. 
S. Pour le problème non linéaire de la chaleur 


Ou Fe) Ou 
Halal -<x<e, 0<1<T, 


u(x, 0) = y(x), — © < X< ©, 


utiliser le réseau x, = mh, 1, = nt et construire le schéma aux différences approximant 
sous forme explicite. Ecrire les formules de calcul de 4% par ce ; 

6. Démontrer qu’étant donnée une fonction discrète bornée u? = {u2}, il y a existence 
et unicité d’une fonction discrète bornée u?+1 = {u2+1} définie par le schéma aux diffé- 
rences 

pP+1— P+l +1 
Un Un UM D m0, +1, … 
T 2h 
7. Démontrer que le schéma prédicteur-correcteur pour le problème (25) où les valeurs 


de la solution {42*"/:} à un niveau intermédiaire se définissent par le schéma implicite 
approchant à l’ordre O(T+ h°) 


hr giant hs pts 
RE NÉE SE 
et la solution {u2*1} se définit par 
PART AE AE ARRET AE 
a 0, u=ypx,), m=0,+1,..., 


donne une approximation en O(r°+ X?) pour la solution régulière u. 


=0, m=0,+1,..., 


823. Exemples de construction de conditions aux limites 


En sélectionnant les exemples à discuter au $22 nous l’avons fait de 
manière qu'aucune question ne se pose quant à la construction de condi- 
tions aux limites aux différences : on les a obtenues sans peine à partir 
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de celles différentielles, et ce de façon que les équations aux différences 
soient vérifiées exactement par la substitution de [u}4. Dans le présent para- 
graphe nous allons examiner des exemples plus compliqués dans ce sens. 


EXEMPLE 1. En construisant un schéma aux différences pour le problème 
Le Mix = OX, 1), (D) 
u(x, 0) = (x) 
utilisons l’équation aux différences 


un i-us Un +1 Un 
2t 2h 
n=1,2,...; m=0,+1....: += rh. 


= q(mh, nt), (2) 


La solution de celle-ci se calcule en se donnant, en plus de ®,, 
09, = y(mh)}, m = 0, +1, ..., (3) 


u}, m = 0, +1, ... Movennant (2) on trouve alors, pour n = 1, 2, ..., 
u?,m = 0, +1,..., puis u?,m = 0, +1, ...,et ainsi de suite. Les valeurs 
données u}, doivent être voisines de 


uQnh, t) = u(mh, 0)+ru.(mh, 0)+ O(r°). 
Puisque u, = u,+ Au, Au = u—-u, = (x, t), u(x, 0) = y(x), on a 
u(mh, t) = u(mh, 0)+7lu.+ Au].um + Or?) = 
{=0 


= p(nh)+7[p (mh)+q(mh, 0)]+ O(r). 
En rejetant le terme O(r*) on pose donc 
un, = p(mh)+rlp (mh)+p(mh, 0)]. (4) 


Il est clair que l’approximation du problème aux limites différentiel (1) 
par le schéma aux différences 
Me Un Um nn) 
US ST 
LH = À 19, = pm), 6) 


un = p(mh)+T{p'Gnh)+ç(mk, 0)] 


est d'ordre 2 en h. Ce schéma est non trivial: l'équation auex différences (2) 
est d’ordre deux en t et l’équation différentielle (1) d’ordre un. Aussi on 
a eu à construire la seconde condition aux limites aux différences (4) qui ne 
découle pas directement de la condition aux limites donnée pour le pro- 
blème différentiel. 

Voici un autre exemple où la construction de conditions aux limites aux 
différences n’est pas évidente. 
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EXEMPLE 2. Soit le problème aux limites différentiel 


Uælx = GX, 1), O<x<1,0<:1<T, 
Lu = À u(O, x) = yo(x), 0<x<I, (6) 
u(?, 1) = yi(?), O<1<T. 


Toute solution de l’équation différentielle du problème (6) est définie de 

façon unique connaissant sa valeur en un point de chaque droite x+r = 

— const. En effet, le long d’une telle droite 
du 


dx 
7 = UrUx = U—Ux = q(x; t), 


Ê 


(0, T} 
si bien que u(x, £) est une intégrale de q(x, f) 
relative à la droite 


X+t = const. 


La valeur de la constante d'intégration est 
fonction de celle de z au point donné. 
La figure 15 représente le rectangle 
O<xæ«<1,0=<1<T dans lequel nous nous 4 (4 0) 
proposons de chercher la solution, et la famille Fig. 15 
de droites parallèles x+7 = const dont cha- 
cune coupe en un point soit le segment 0 = x « 1 de l’axe Ox, soit le 
segment 0 7 <T de la droite x = 1, qui est l’intervalle de définition 
de u(x, f). Ainsi, le problème (6) admet une solution unique. 
Construisons le schéma aux différences pour la résolution numérique 
de (6). Donnons-nous un h tel que Mh = 1 et posons 7 = rh, M étant un 
entier et r = const. Formons un réseau D, avec les points (mh, nt), m = 
= 0,1,...M;n=0,1,...,[(T/r]. 
Faisons correspondre aux points de D, autres que ceux de la frontière 
supérieure et des bords du rectangle D l’équation 


US Umii Um T Uni Mn) D» 
T E 2h R-: h° — Pm. (D) 
où 
; | rh 
qu = [a 9 +R q+glsm. (8) 


La façon dont nous l’avons obtenue est décrite en détail au S22. 
Les valeurs #, et u,, sont données par les égalités 


u9, = yo{mh), m = 0,1,..., M—1, 
Uy = YAnt), n=0,1,...,N,N=î{TjT], 


analogues aux conditions aux limites pour le problème différentiel consi- 
déré. Les égalités (9) ne suffisent cependant pas pour définir la solution 
«7, partout sur D,, les valeurs w5*! sur le bord de gauche restant indé- 


(9) 
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terminées. On complète donc les conditions aux limites aux différences par 


4-6 4-4 = p(0, nt),n = 0,1,...,N—1, (10) 


condition qui apparaît en remplaçant dans l’égalité 


Ou(0, _Ou(O, 1) Ou(x, 0) 0) 


résultant de l’équation différentielle donnée (6), les dérivées par des rap- 
ports aux différences correspondants. 
Ainsi, nous avons formé le schéma aux différences L;u( = ff) - 


Un Un Uma Um TT Umg1 = 2m + Um 


T 2h 2  _ h ? 
m=1,2,...,M-1; n=0,1,...,N—1, 
LuW =] ,m=0,1,...,M—I1, 
y, nn = 0,1,...,N, 
ugti— 
T h ? 
[e+ +pa)]snm., 
fn = vomh), m = 0,1,..., M—1, 
pan), n = 0,1,...,N, 
p(0, nr), n = 0,1,...,N—1. 


Etablissons l’ordre d’approximation. A la lumière des raisonnements 
du 622, on constate que sous l’hypothèse de régularité suffisante de la 
solution u(x, f) le résidu à f'* dû à la substitution de [u]; dans le schéma aux 
différences, Li[u], = f "+ à f®), est de la forme : 


Onn(h°) = O(#*), m — ], 2, ... M — 1]; 


5 I 
Le 

| 

& 


n =0,1,...,N—I1, 


n = 0,1,..., N—1Ï1, 
0, m = 0,1,...,M-I, 
ÿ® = : n =0,1,...,N, 


Luu(O, nr+ Et) + Su(oh, no), n = 0,1, ..., N—1, 
O<£1< 1, 0 < Es < 1. 
S1 F, est muni d’une norme en posant 
Am 
ms 


gt = HgIr, = max | 47, + max ant + max 18" + max [ce] 


9 


C, 
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pour un g® € F, arbitraire, alors ||ôf ||}, = O(h) et l’approximation 
ne sera que d’ordre un en hH. L'expression de 6f* montre que la cause 
en est le résidu ut e uxx = O(h), apparaissant par substitution de 
[4], dans la condition aux limites complémentaire au bord de gauche que 
nous avons construite artificiellement. 

Le reste pour la norme || - ||r, utilisée est évalué par les seules dérivées 
secondes de la solution, 1.e. cette norme ne permet pas de se servir, lorsqu’on 
étudie les conditions aux limites, de la régularité de la solution qui était 
nécessaire pour obtenir l’approximation d’ordre 2 aux points intérieurs. 

Donnons la norme || -||r, pour laquelle le schéma aux différences 
construit plus haut réalise l’approximation d’ordre 2 pour u(x, f) suffisam- 
ment régulière : 

c+t1— cr 


k N 1/° 
HgA]Le, = À max |c'|+h max | : + (# ÿ |an 2) Fa 
n ñn m=0 


+1 _ 
+ max | b"|+ max EE | + max | 47, |. 
n n T mn 


On voit aisément que dans le cas de ce schéma 
OP < AGrR2+h?), 7 = Th, 
et la constante À s’évalue par des dérivées d’ordre 3 inclus de #{x, f). 
La régularité dans cette norme est repérée par les termes 
En br+1 r| 
- 3 


? T 


Le lecteur a certes remarqué que certains termes de la formule donnant 
une nouvelle norme dans F, diffèrent des termes correspondants dans la 
première norme par le facteur h. On conçoit qu’en multipliant arbitrairement 
par h et par diverses puissances de À on aboutit à une approximation 
de tout ordre voulu. Mais nous avons déjà discuté le choix des normes 
dans le cas des équations différentielles ordinaires ($13) et nous savons 
que seules sont raisonnables les normes pour lesquelles le schéma aux 
différences approche le problème aux limites différentiel tout en étant 
stable. 

Au 640 nous démontrerons la stabilité du schéma considéré avec la 
norme utilisée relativement à laquelle 1l y a approximation d’ordre 2. 

L'exemple 2 est extrêmement instructif. Car 1l montre qu’une véri- 
fication raisonnable de l’approximation nécessite un choix heureux de la 
norme. En étudiant un schéma on essaie pas mal de normes et 1l faut dans 
chaque cas analyser la stabilité, ce qui exige souvent, au moins aujour- 
d’hui, de grands efforts et beaucoup d’ingéniosité. 

Dans la pratique, on remplace dans la plupart des cas le problème à 
étudier par un problème modèle simplifié, puis on contrôle en calculant 
selon le schéma aux différences pour le problème originel. 
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(CH. 
Exercices 


1. Soit le problème de Cauchy 


du Cu 


Se gx = 1), —m<x<o, O0O<'«T, 


u(x, 0) = pi(x), 
Ou(x, 0)  : : 
op = Pe(X), X < ©, 


— 0 «= X < ©, 


Etudier l’approximation réalisée pour wx, r) suffisamment régulière par le schéma 
aux différences 


Mn Mar 
T° E Jr tu g(mh, nt), 
Lun = uÿ, = Pi{rmh), 
uL—uh 
di RS (Pa) 


si (y). = pm). Accepter pour norme ||f% |:7, le maximum des modules de toutes 
les composantes de l’clément 


Pm 
A ‘a ui y. (mh), 
(Ps) . 
Montrer que l’approximation est du premier ordre en À; T = rh,r = const. 
Etant donnés (x, 1), y.(x) et y.(x), quels doivent être (y.), pour que l’approximation 
soit d'ordre 2 ? 


2. Pour le problème de propagation de la chaleur sur un segment 
Ou Ou 


0e “= Pæ1), O<x=< Il, O<1:<T, 

u(x, 0) = yo(x), O<x<I1, 

Ou(O, 1) _ 

7x. = Pi(?), 
O<1<T, 

u(1, 8) = pa(r), 

considérer un schéma aux différences de la forme 
+1 . n 
EE. 7 = Rat Eat = q{mh, nr), 


= 1,2,...,M-1; 
u®, = Yornh), 
ui — ur 


h Su (y1)" ’ 


n=0,1,..., [T/r]-i, 
m=0,1,..., M, 


n=1,2,...,{T/x], 


Uy = VAT), n= 1,2,...,{[7/x]. 


Prendre pour norme || - ||», le maximum des valeurs absolues des seconds membres 
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des équations constituant dans l’ensemble le schéma aux différences en question. Les pas 
h et tr sont supposés reliés par 7 = rh°, r = const. Montrer qu’en posant (y,}" = y,(n1A) 
on aboutit à un schéma approchant à l'ordre un pour une solution régulière. Donner la 
formule définissant (w.,)" tel que l’ordre d’approximation soit 2. 


824. Condition nécessaire de convergence 
de Courant, Friedrichs et Lewy 


Nous avons démontré au $21 que le schéma aux différences 


uni un Un +1 Un 
— © — = —— = 0, 


T hi (1) 
= y(mh) | 
approchant le problème de Cauchy 
Cu Ou 
57 5x = d O<1:<T, (2) 


u(x, 0) = (x) 


ne peut être convergent pour y(x) arbitraire si t/h = 1 (voir fig. 9, p. 162). 
Nous avons utilisé en l’occurrence une considération générale énoncée 
pour la première fois, pour un exemple quelque peu différent, par Courant, 
Friedrichs et Lewy. 

Cette considération aide souvent à construire et à étudier des schémas 
aux différences. 


1. Condition de Courant, Friedrichs et Lewy. Admettons que la position 
d’un problème différentiel implique une fonction y (voir, par exemple, 
(2)). Choisissons un point quelconque P du domaine de définition de la 
solution # et supposons que la valeur u(P) de la solution dépend des valeurs 
de y aux points d’un ensemble G,, = G,(P) appartenant au demaine de 
définition de y, 1.e. en faisant varier y dans un voisinage restreint de 
tout point O de G,(P) on modifie la valeur u(P). Soit Lyu(® = f(® un 
schéma aux ‘différences utilisé pour calculer la solution x, les valeurs de 
la solution u{) au point du réseau le plus proche de P étant complètement 
définies par celles de y sur un ensemble G® = GU(P). 

Pour qu’il y ait convergence u®) — u lorsque h — 0, le schéma aux difje- 
rences doit être tel que pour h —- Ô un voisinage quelconque de tout point du 
domaine G,(P) contienne, pour h suffisamment petit, un point de l’ensemble 
(OU = GA P). 

Supposons la condition énoncée de Courant, Friedrichs et Lewy non 
de sorte qu’un certain voisinage fixe d’un point Q du domaine 

G.(P) ne renferme pas, pour tous les h suffisamment petits, de points de 
Gê = G(P). Si la convergence u(® — u a (par hasard!) lieu pour la 
fonction y donnée, on modifie y dans le voisinage indiqué de Q de façon 
que u(P) varie, en conservant y partout ailleurs. Pour cette nouvelle fonction 
y on n’a plus la convergence u) — y : la valeur u(P) a changé et les valeurs 
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de u‘* au point le plus proche de P se sont conservées pour k petits puisque 
la fonction y reste la même aux points de l’ensemble G = GU(P). 

La condition de Courant, Friedrichs et Lewy se met facilement sous 
forme d’un théorème se démontrant moyennant les considérations ci- 
dessus. Nous préférons cependant de nous en abstenir. 

Examinons plusieurs exemples où la considération exposée permet 
d'établir la divergence et l’impraticabilité d’un schéma aux différences et 
de mettre en évidence un autre qui soit stable et convergent. La démonstra- 
tion de la convergence est sans doute un processus autonome, car la con- 
dition de Courant, Friedrichs et Lewy est nécessaire mais non suffisante 
pour avoir la convergence. Notons de plus qu’en présence d’approximation 
il s’agit également d’une condition nécessaire de stabilité vu que la conver- 
gence découle de l’approximation et de la stabilité. 


2. Exemples de schémas aux différences pour le problème de Cauchy. Uti- 
lisons la condition de Courant, Friedrichs et Lewy pour analyser certains 
schémas aux différences approchant le problème de Cauchy 


Ou Ou 
3 +40) = Voix, ?), To << X < oc, O<r=<r,| (3) 


u(x, 0) = y1(x), —o <X< 


où yo(x, ?) et y1(x) sont les « entrées » données du problème (3) et 
a(t) = —1—21. 


La solution de (3) en un point (xp, tP) dépend des valeurs des fonctions 
Yo(x, ?) et y1(x) en tous les points que traverse la caractéristique de l’équa- 
tion différentielle (3) qui part d’un point À de l’axe Ox et aboutit au point P. 


En effet, les caractéristiques sont ici les courbes intégrales de l'équation différentielle 


d 
7 = di), 
i.e. les paraboles x = —-#—-1+C. On a le de de Caractéristique 
du Ou Ou dx 
Ar — GX Ar = + at © = Po(x, /). 


La valeur u(x», t») de la solution en un point P = (x,, tP) s'exprime donc par la 
formule 


(Xp, lp) = Pi A)+ j Polx(t), 1] dt = p:(4)+ Î Yo(x, 1) dt 
4QP 


avec À un point de l’axe Ox et 4AOP un morceau de la caractéristique. 


La figure 16 représente la caractéristique x = 2—1—1° issue du point 
A = (2, 0) et aboutissant au point P = (0, 1). Nous voyons que la valeur 
u(P) = u(xp, tP) de la solution du problème (3) dépend de la valeur de 
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Y1(x) au point À si bien que 4 = G,,(P). Ensuite, u(P) dépend des valeurs 
de yo(x, ?) sur le morceau AQP de la caractéristique. 4AQP est bien G,.(P). 
Considérons le schéma aux différences 


He un 7 _— ————< + a(t,) EE YO(Xm la), 


Lu = 4 
mé u?, = YPXm) ( ) 
m = 0, €, .., n = 0,1,...,{[1/t]-1, 
ou 
7 = [1+a(r,)rlu, —a(r,) TU + TYOXm 1h), 
(5) 
uy, = Yi(Xm)s 

OÙ Xn=Mh, th = nt, r = t/h, at) = —-1-—21. Montrons que ce schéma 


ne converge pour aucun rapport r des pas vu qu’il ne satisfait pour aucun 
r la condition de Courant, Friedrichs et Lewy. 


PI, !) 


VA 
3 U A=(, 
Fig. 16 


Acceptons pour P le point (0, 1) et choisissons un réseau tel que Nr = 1. 
La valeur 2% = u)(P) de la solution au point P = (0, 1), i.e. , s'exprime, 
en vertu de la formule aux différences (5), par la valeur yo(0, 1—7) et par 
les valeurs #"71, uÿ 1 qui sont représentées à leur tour moyennant po(—h, 
1—2r), yo(0, 1 —2r) et les trois valeurs 2V3?, uNT?, uN-?, et ainsi de suite. 
La valeur finale x? sera donnée par les valeurs de la fonction wo(x, f) 
aux points du réseau repérés par les petites croix (fig. 16) et les valeurs 
Un = PC), ve = Pi ni) 5 4ÿ = Y1(X0) que la fonction y1(x) 
prend aux points x_w, X_n+1 --.,Xo de l'axe Ox. Ainsi, l'ensemble GÜ(P) 
est celui des points de par les croix et GÜ(P) celui des points 
X-Ns X-N+1s +5 X0 de l’axe Ox (ces ensembles ont ‘des points communs, à 
savoir les points de l’axe Ox). Il est évident que tout point Q de G,, (P) 
possède un voisinage ne contenant pas les points de G{?(P), quelque petit 
que soit h. Le schéma aux différences (4) ne vérifie pas "la condition néces- 
saire de convergence de Courant, Friedrichs et Lewy. 
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Prenons maintenant pour le problème (3) le schéma aux différences 
(fig. 17) 


us 


em La) us = VOX im» ln), 


ds 18, = pal) ® 
m= 0, El; :::: n = 0,1,...,1/t—1, 
ou 
tt = [14 a()r] an — (6) ru sa + Tom bn), | _ 
Un = Yi(Xm)s | 


avec r = t/h. 

Le pas 7 du réseau est choisi à partir de la condition Nr = 1, N entier. 
de sorte que le point P = (0, 1) appartienne au réseau. En vertu des formules 
(7), la valeur de la solution 4% en ce point, i.e. uÿ, s’exprime par l’inter- 
médiaire de yo(0, 1 —T) et de uÿ— -l'et "let celles-ci par Yo(0, 1—2r). 
Yo(h, 1 —2r) et trois valeurs u}? UN 2 PE Set ainsi de suite. Finalement «> 
est donné par les valeurs de PXme te) aux points du réseau marqués par 
les petites croix sur la figure 17 et les valeurs 18 = y,(0), 2 = y1(x1), ..… 


à 
Pl, ! 2 


ù La 
I À B(£rê) 
Fig. 17 


..., UN = YA(Xx) de y.(x) aux points xo, X1, ..., xx de l’axe Ox. Ainsi, 
G(P) est dans ce cas l’ensemble de points repérés par les croix et G(P) 
celui des points Xo, X1, ..., Xn de l’axe Ox. Il est clair que sir = t/h = 1/2 
(la figure ne représente pas ce cas), le point B = (1/r, 0) est à gauche du 
point 4 = G,,(P) et 1l existe donc un voisinage de 4 qui ne contient pas 
pour À — 0 1es points de G#(P). La condition de Courant, Friedrichs et 
Lewy étant violée, il n’y a pas lieu de s’attendre à la convergence. 

Pour que le schéma (6) puisse converger, il faut que r & 1}. Cela ne 
suffit cependant pas. Supposons que r < 1 et qu’un point © de la caractéris- 
tique AQP se place au-dessus de la droite BP, comme on le voit fig. 17. 
Dans ce cas, on n’aura pas non plus de convergence. La valeur de yo(x, ft) 
au point Q influe sur la valeur (0, 1) de la solution du problème différentiel, 
1e. O € G,(P). Mais cette valeur de yo(x, r) (pas plus que ses valeurs sur 
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tout le morceau QP de la caractéristique) n’exerce aucune influence sur la 
valeur u*)(P) de la solution de l’équation aux différences au point P: il 
existe un voisinage de Q qui ne contient pas pour À — 0 de points de l’en- 
semble G#(P). Conclusion : la condition de Courant, Friedrichs et Lewy 
n’est pas remplie. 

A condition de prendre r si petit que le triangle OPB contient non 
seulement le point À = (2, 0), mais aussi toute la caractéristique AQP, on 
démontre la stabilité (et la convergence) du schéma aux différences (6). 
On effectue ce choix de r compte tenu du fait que (en vertu de l’équation 
différentielle de la caractéristique dx/dt = a(f)) la quantité — 1/a(r) est la 
pente de la tangente à la caractéristique et —r = —t/h celle de la droite 
BP. On conçoit donc que la caractéristique 4QP est dans le triangle BOP si 


siens 
max la@)l — 3? 3 ? (8) 


TE 


Tr «= 


et on a la condition de Courant, Friedrichs et Lewy. 

Montrons que dans la condition (8) le schéma aux différences (6) ap- 
prochant le problème de Cauchy (3) est stable et donc convergent. Les normes 
seront définies par les égalités 


Hu@iiu, = max |w,|, 
m,n 
FAIR, = max |Yofrm, f)l+ max |p1(x,)|. 
m,n m 


Vu que dans la condition (8) 


l+aty>1- "120, O<1r,<i, 
l'égalité (7) fournit 
put] [1 4 BL à] max 119,147 max | po(xm #)| < 


= max :u%l+r max |y(x,, )| < max |#471|+2r max |yo(x,, 1,)| = 
m nm, nn m m,n 
< max |u9,|+(7+1)T max |[YXxm 1n)| 
m mn 
max |Pi(Xm) | + 1-max | Po(Xm)s 1n)! EE Es 

m nn 

Puisque l'inégalité obtenue 
ri el JOIE 
est juste quels que soient m = 0, +1,...,etn,(n+1)r =1, ona 
un, PO ir» 


ce qui démontre la stabilité du schéma (6) sous l’hypothèse (8). On peut 
13—20013 


194 PROCÉDÉS DE CONSTRUCTION DE SCHÉMAS AUX DIFFÉRENCES [CH. 7 


affaiblir la contrainte (8) imposée au pas 7 pour À donné, rt <1/3h, sans 
violer la condition de Courant, Friedrichs et Lewy si l’on rend +7 variable, 
tn+1 = {nn et Si On le choisit pour le passage r, — 1,,1 compte tenu de 
la pente de la caractéristique au voisinage du point ? = #,, notamment à 
partir de la condition 

Ti 1 


= Tan) — 2+1? — 0 6 0 (9) 
Le schéma (6) ainsi modifié se présente comme 
ut — Um Un+i— Um 
pur = | +000) ÉTÉ = por 1), 0 


Un = YAXm) 
ou 
un} = [1 +a(t)r,]l Un — An) +1 + TP X ms ln) | 
(11) 
Um = Y(Xn). 

Conformément à la formule (9) la contrainte sur le pas 7, est moins 
forte que pour le schéma (6) à pas constant. Pour # petits, on utilise le pas 
T7, & h, et ce n’est que lorsque r, avoisine #£ = 1, qu’on choisit r, =!/3h 
(fig. 18). La démonstration de la stabilité du schéma (10) dans la condition 


VA 
0 A=B=(2, 0) 
Fig. 18 


(9) ne diffère que très peu de celle de la stabilité de (6) dans la condition 
(8) : utilisant l'inégalité 1+a(r,) r, = 0 on obtient en vertu de (11) 


[unti] < max |w,|+7, max |po(x,, 1); < max [un | + 
u se se 
+(Tr-1+74) pis | Po(Xms fn)| < ps um + 
| Ha MAX |Po(Xm Er) li 7 Lies 
D'où 
ue, if ir 


exprimant la stabilité. 
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3. Exemples de schémas aux différences pour le problème de Dirichlet. 
Utilisons la condition de Courant, Friedrichs et Lewy afin d’analyser deux 
schémas aux différences approchant le problème de Dirichlet relatif à 
l'équation de Poisson : 


+ NE = PC }) O<x,y=<l, | 


= — px, y), (x, }) € 2 


dans le carré D = (0 = x, y < 1) de frontière J'. Construisons le réseau 
= mh, y, = nh, où h = 1/M, M entier (fig. 19,a). Le réseau D, com- 


(12) 


+ (m*1, 2) 
Es 


Fig. 19 


{, a) (/, 0) 


prendra les points (x, y.) intérieurs au carré D ou situés sur son contour. 
Considérons le schéma aux différences approchant le problème (12) : 
Un+1, n — yen + Un 1, n Un, n+1— Zn Lün. nt 
al CE ee co : 
PU = g{mh, nh) si (mh, nh) € D (13) 
Umn = Y(mh,nh) Si (mh,nh)e T°. 


Ce dernier s’obtient en remplaçant les dérivées u.. et u,, par des rapports 
aux différences, et l’approximation a bien lieu. Au $34 nous démontrerons 
la stabilité de (13) et aux trois paragraphes suivants nous exposerons les 
procédés de calcul de la solution #*. Notons que ce calcul n’est pas simple 
étant donné une complexité suffisante du système d’équations Lu") = f 
servant à déterminer les valeurs de #{* pour des h faibles. Cette complexité 
seule incite à construire un schéma dont les solutions se calculent de façon 
élémentaire. De prime abord le schéma 


Un — — Zu +u» n Un, n — LUygn + Un n— 
m—].n tn +1, + .n+1 = . 1 — g(mh, nh), 


h° 
m=1,2,...,M-—-1; n=1,2,.... M—2, 


Lit — Un1,2— me + Um, + Une — Us + Uno 
h° h° 


m = 1,2,..., M1, 
Umn = Y(nh, nh), (x, »m El 


(14) 


+ = q(mh, h), 


13° 
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paraît faire l’affaire. En effet, l’approximation a évidemment lieu du moment 
que le schéma (14) s’obtient en remplaçant les dérivées par des rapports 
aux différences, et la condition aux limites est approchée exactement. Chaque 
équation du premier groupe relie les valeurs de la solution en cinq points 
du réseau de la figure 19,b. Le second groupe relie pour m fixe les valeurs 
de la solution en cinq points de la figure 19,c. 

Considérons dans leur ensemble les équations du premier groupe corres- 
pondant à n fixe, à savoir n = 1, et tout le second groupe. Le système 
ainsi formé est relatif aux valeurs u,,1, Ume et Uno, Et Umos Uois Uo2, UM1; 
um2 Sont définis par les conditions aux limites. 11 se résout en définissant 
Um» Umos M = 1,2, ..., M—1. I] faut ensuite utiliser l’équation aux diffé- 
rences du premier groupe correspondant à n = 2 et définir 3 par une 
formule explicite en résolvant cette équation par rapport à l’unique inconnue 
uns qu’elle contient. En passant progressivement de Uyn à Um,n+1 NOUS 
trouvons, en vertu des équations du premier groupe, les valeurs de u(* en 
tous les points intérieurs du réseau. Quant aux valeurs aux points frontières, 
elles sont données dès le début. 

Or, malgré tous les avantages qu’il offre, le schéma (14) est impraticable. 
Il est classique que la solution du problème de Dirichlet pour l’équation de 
Laplace est fonction en chaque point des valeurs de y(x, y)|- partout sur 
la frontière. Mais dans le cas du schéma aux différences construit, les valeurs 
de la solution 4) en tous les points intérieurs se calculent sans avoir recours 
aux valeurs de y(x, y) sur le côté supérieur du carré. Ce schéma aux différen- 
ces est donc nécessairement divergent. Nous voyons que le caractère com- 
pliqué du schéma (13) découle du problème même. 


En guise de conclusion soulignons une fois de plus que la condition de Courant, 
Friedrichs et Lewy ne suffit pas pour avoir la stabilité. Nous montrerons en particulier 
au 625 l'instabilité du schéma aux différences 


un Un Un] Um 
wa a Ur) 


un = prb), 
quel que soit r = 7/h = const. Ce schéma approche le problème de Cauchy 


U— Us — x, 1) 


u(x, 0) = y(x), 


pour lequel nous avons déjà considéré plusieurs autres schémas. D'autre part, on vérifie 
aisément que, pour r < 1, le schéma en question satisfait à la condition nécessaire de 
stabilité. 

Prenons à cette fin, pour fixer les idées, le point (0, 1) du plan Oxr et supposons qu'il 
appartient au réseau D, pour tous les h, de sorte que 1 = N7, N entier. La valeur u* 
se calcule par l'intermédiaire de uŸ*71, uŸ-1, wŸ—1 qui s'obtiennent en fonction des cinq 
valeurs au niveau précédent : = (N—2)r, et ainsi de suite. On obtient finalement uw 
par l’intermédiaire des valeurs u®, = w(mh), m=—N, —N+1,..., —1, 0,1, ...,N, 
aux points communs au réseau et au segment — 1 /r = x « 1/r de l'axe Ox. Sir = T/h < 1. 
ce segment contient le point x = 1 en lequel la solution prend une valeur définissant u(O, 1). 
u(O, 1) = y(1). La condition de Courant, Friedrichs et Lewy est donc remplie pour r = 1. 
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Exercices 


1. La solution de l'équation de la chaleur u, = u,,, — 0 < x < co, 1 = 0, est de la 
forme 


_(æ-€6" 


1 fi 
* = ——— — £,0 & 
u(x, 1) Te | ÿ: u(&, OJe dE. 


Existe-t-ilun schéma aux différences convergent qui approche ce problème et est de la forme 
uni ux 
T 
a, étant des constantes, si Tr = h ? 
2. Le système d'équations de l’acoustique 


1 
= 7 (a_un_.+a us 1 tam +auti1 + aie), 


AAC 
Ot Ôx 

t> 0, — 00 < X< ©, 
Ot x . 


2x, 0) = px),  w(x, 0) = px) 
admet une solution de la forme 
Ke DE Px-D+px-D+px+ D -pxt+ 1) 


2 [2 

x D = ss EE ee CES CRU | 
Un schéma aux différences de la forme 
ati Ur Wii 
Re — 0, P > O, 
+1 _wP D — 49P 
Mn Un Tati LD m=0, +1, 
T h 


va = Pr), Wa = px) 


peut-il être convergent ? Comparer les domaines d’influence des données initiales du pro- 
blème aux différences et de celui différentiel. 


3. Le problème de Cauchy 


Ou Ou 
Sr 2 0 1> 0, —0<X< 00, 
u(x, 0) = ex, — oo <X< ©, 


a comme solution 
u(x, 1) = eftelaz, 
Le schéma aux différences correspondant 


UT UX Us Uun _ 
a -=0, p=0,1,..., 
u® = ete, m=0, +1,..., 


admet pour solution 
u» = [1—r+rei]retim 
qui, quand p = t/t, m = x/h, tend vers la solution du problème différentiel pour k tendant 


vers zéro, quel que soit r = T/h fixe. Or, pour r = 1, le schéma ne remplit pas la condition 
nécessaire de convergence de Courant, Fricdrichs et Lewy. Expliquer ce paradoxe. 


CHAPITRE 8 


CERTAINS GRANDS PROCÉDÉS D’ÉTUDE 
DE LA STABILITÉ 


825. Analyse spectrale du problème de Cauchy aux différences 


Nous allons exposer le très connu procédé d’étude des problèmes aux 
différences avec données initiales que nous devons à von Neumann. Le 
présent paragraphe sera consacré au problème de Cauchy aux différences 
à coefficients constants et certains résultats obtenus seront étendus au $26 
au problème à coefficients variables. 


1. Stabilité relativement aux données initiales. Nous avons déjà eu l’occa- 
sion de rencontrer à plusieurs reprises le problème 


P+1 1? P _1® 
LD. ur : u£ = = p8, — 0,1,...,[T/r]—1, 
Un = Yms m0, Æl;::: 


(1) 


qui constitue l’exemple le plus simple du problème de Cauchy aux diffé- 
rences. En posant 
ff = Pm » p = 0, 1, .. [T/x] — 1, 
Vms m = 0, EL ... 


mettons (1) sous la forme 


Lu) = f®. (2) 
Définissons les normes ||[#®||u, et || f#1|r, par 
IuP lu, = max max |u,|, LFP = max |pnl+max lqu|. 
La condition de stabilité du problème (2) 
Hu llu, < c FOIE, (3) 
s’écrit alors 
max [up] < cfmax lpm|+ max LATE p=0,1,...,[T/r], (à) 


c étant indépendant de A (et de rt = rh, r = const). On a la condition (4) 
pour {y,} et {2} quelconques. En particulier, pour que la stabilité ait lieu, 


$ 25] ANALYSE SPECTRALE DU PROBLÈME DE CAUCHY AUX DIFFÉRENCES 199 


il faut que (4) soit remplie pour {y,,} arbitraires, et 7 = 0 c.-à-d. que 
la solution du problème 


urtli-ux Uni Ur = 
ME UE 0, p=0,1,...,[7Tf)-1, | _ 
= Vv;,. Mm=0 ET ::; 
vérifie la condition 
max |u?| <cmax|u9,, p = 0,1,...,[T/t] (6) 


u®, = Yy,, étant une fonction bornée quelconque. 

La propriété (6) nécessaire pour qu’il y ait stabilité (4) du problème (1) 
s’appelle stabilité du problème (1) par rapport à la perturbation des données 
initiales. Elle signifie que la perturbation {4,} des données initiales de (1) 
induira une perturbation {u?,} de la solution de ce problème, perturbation 
qui est, en vertu de (6), au plus c fois celle des données initiales, c étant 
indépendant de À. 


2. Condition spectrale nécessaire de stabilité. Pour que le problème de 
Cauchy (1) soit stable par rapport aux données initiales, il faut que soit 
remplie la condition (6), en particulier si {#?,} est un harmonique, 

= e", m0 El; (7) 
avec à un paramètre réel. Mais la solution du problème (5) avec la condition 
initiale (7) est de la forme 

uP, = ÀPe", (8) 
À = À(x) étant défini par substitution de (8) dans l’équation aux différences 
homogène du problème (5) : 


À(a«) = 1—r+re, r = — = Const. (9) 
La solution (8) vérifie l’égalité 
max |u?| = |A(æ)|? max |u,|. 


Pour a voir la condition (6) il faut donc que, quels que soient « réels, on ait 
[A(a)P<c, p=0,1,...,[T/t], 

ou 

LA(œ)| < 1+ cr, (10) 
C1 étant une constante indépendante de & et t. C’est la condition spectrale 
nécessaire de von Neumann pour l'exemple considéré. Pourquoi «spectrale » ? 
L’existence d’une solution du type (8) montre que l’harmonique {e“"} est 
fonction propre de l’opérateur 

u2+1 = (1—rhuk+rus,,sx, mm = 0, +1, ..., 


qui fait correspondre, en vertu de (5), à la fonction {u”,}, m = 0, +1, ..., 
définie au niveau f, — pt du réseau la fonction {u#+1}, m = 0, +1, ..., 
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définie au niveau #,,1 = (p+1)r. Le nombre À(x) = 1—r+re* est une 
valeur propre associée à l’harmonique {e“”} de l’opérateur u?*1. La ligne 
parcourue par le point A(x) dans le plan complexe, lorsque x parcourt 
l'axe réel, est formée de valeurs propres et constitue le spectre de l’opérateur 
en question. 

Ainsi, la condition nécessaire de stabilité (10) peut s’énoncer comme 
suit : le spectre de l’opérateur de passage correspondant à l’équation aux 
différences du problème (5) doit se trouver dans un cercle de rayon 1+c1r 
du plan complexe. Dans notre exemple, le spectre (9) ne dépend pas de +. 
Aussi la condition (10) équivaut-lle à l'exigence que le spectre À(x) se 
situe dans le cercle unité 

|A(x)| = 1. (11) 


Analysons la stabilité du problème (1) à la lumière du critère formulé. 
Le spectre (9) est une circonférence de centre au point 1 —7r et de rayon 
r du plan complexe. Si r < 1, cette circonférence est intérieure au cercle 
unité (leur point de contact est À = 1), si r = 1, elle se confond avec la 
circonférence unité et pour r = 1 elle est extérieure au cercle unité (fig. 20). 


À À 
Fig. 20 


La condition nécessaire de stabilité (11) est donc remplie pour r < 1 et 
elle l’est plus lorsque r = 1. Au n° 3 du $21 nous avons déjà examiné le 
schéma aux différences proposé et démontré sa stabilité pour r = 1 et son 
instabilité pour r = 1. Ainsi, la condition nécessaire de stabilité de von 
Neumann s’est trouvée dans ce cas suffisamment sensible pour séparer 
nettement le cas stable de celui instable. 

Dans le cas général du problème de Cauchy pour les équations et systè- 
mes aux différences le critère spectral nécessaire de stabilité de von Neumann 
est que le spectre À = (x, h) du problème aux différences se trouve, pour 
tous les À suffisamment petits, dans le cercle 


Al < 1+e (12) 


du plan complexe, le nombre positif & choisi à l’avance étant aussi petit 
que l’on veut. 

Notons que si, pour un problème aux différences, le spectre s'avère 
indépendant de h (et de x), la condition (12) équivaut à exiger que le spectre 
À = À(&, h) = À(x) se trouve dans le cercle unité 


| A(x)l « 1. (12°) 
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Le spectre d’un problème aux différences avec la condition (12) est assi- 
milé à l’ensemble de tous les À = À(x, À) tels que l’équation (ou le système) 
aux différences homogène correspondant admette une solution de la forme 


uP, = [A(«, h)]P[we“"], m = 0, +1, ..…, (13) 


où w# est un nombre (l’unité) s’il s’agit d’une équation scalaire, et un vec- 
teur numérique dans le cas d’une équation vectorielle, 1.e. d’un système 
d'équations aux différences scalaires. 

Si la condition nécessaire de von Neumann (12) n’a pas lieu, le choix des 
normes a beau être raisonnable : on n’aura jamais la stabilité. Si cette 
condition est par contre remplie, on peut s’attendre à la stabilité pour un 
choix raisonnable des normes. Une question analogue (l’indépendance du 
critère spectral de stabilité par rapport au choix des normes) a déjà été le 
sujet d’une discussion dans le cas de schémas aux différences pour les équa- 
tions différentielles ordinaires ($15). 


3. Exemples. Considérons quelques problèmes de Cauchy aux différences 
qui présentent de l'intérêt et dont nous analyserons la stabilité au travers 
du critère spectral de von Neumann. Commençons par des schémas ap- 
prochant le problème de Cauchy différentiel 


) Ô 
re = Gt), —o<X< wo, 0<1<T, | (14) 
u(x, 0) = y(x), — © <X< ©, 
EXEMPLE 1. Soit le schéma aux différences 
HU EE xt), p = 0,1, ..., [Tr] 1, 


P(Xm), = 0; El... 


Portons une expression de la forme (8) dans l’équation aux différences 
homogène correspondante, on obtient par de simples transformations 


À(œ) = 1+r—re". 


Un 


Le spectre est donc une circonférence centrée en 1+r et de rayon r 


Fig. 21 


(fig. 21). Pour aucun r le spectre n'appartient au cercle unité. On n’a jamais 
la condition de stabilité (12). 

Nous avons établi ($24) qu'aucun r ne vérifie la condition nécessaire 
de convergence (et de stabilité) de Courant, Friedrichs et Lewy. 
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EXEMPLE 2. Considérons le schéma aux différences 


LRU Us MR 7 
TZ — a 2h? (uh-1 — 207 + ub,11) = F(Xm lp)» | (15) 
ue, = Vm 


approchant le problème (14) à l’ordre deux en h ($22). À = À(«) est alors 
défini à partir de l’équation 


A1 TT LT (24e) = 0); 


T 2h 2h° 
Notons toujours r = T/h. Vu que 
ee : 
5; = Sin &, 
{æ _fx \2 

eiz—2+e-iz e° —e * . » À 

Ru ET unir 
nous obtenons 

À = 1+ir sin a — 27° sin? +, (16) 


| A(œ)|? = (1 — 2 sin° S)+r sin? z, 


et par de simples transformations 
1419 9 .: œ 
1—;1}° = Ar sinf = (1—r°). (17) 


La condition de von Neumann est remplie si le second membre est non 
négatif, r < 1, et elle ne l’est pas pour r = 1. 


EXEMPLE 3. Prenons pour le même problème de Cauchy (14) un autre 
schéma aux différences, à savoir 
uP+l up u?,,-u2_ 
Lu . a pes = EX ns lp) (18) 
Un = Y(Xm). 
Portons (8) dans l’équation (18) et simplifions ; cela donne une équation 
pour À : 
Â—1  es-e-i 0 
T 2h = 
ou 
À(x) = 1+i(+ sin æ). 


Le spectre À = (x) occupe le segment vertical de longueur 2r/h passant par 
le point À = 1 (fig. 22). 

Sit/h = r = const, la condition (12”) n’a pas lieu (le spectre ne se trouve 
pas dans le cercle unité). Si, pour À — O0, le pas r varie comme h° de sorte 
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que 7 = rh°, alors le point (x) le plus éloigné de À = 0 est de module 
CORP EEE en 
Lalanne = | 1+(+) = Vitre l+er. 


Dans ce cas, la condition | A(æ)| = 1 + cr est satisfaite pour c = r/2. 


À 1+ir 
A 
1-Èr 
Fig. 22 Fig. 23 


La contrainte 7 = rh° sur la décroissance du pas en temps 7 pour h — 0 
est sans doute plus sévère que 7 = rh, r = 1, condition sous laquelle on a 
le critère de von Neumann pour les schémas aux différences (5) et (15) 
approchant le problème de Cauchy (14). 

A la fin du $24 nous avons montré que le critère de Courant, Friedrichs 
et Lewy ne permet de conclure à l'instabilité que pour tT/h = 1 et qu’il 
n’affirme rien lorsque t/h < 1. Ce critère est donc plus faible que celui de 
von Neumann. 

Revenons maintenant à deux schémas aux différences construits au 
822 qui approchent le problème de Cauchy relatif à l'équation de la chaleur 


U—dUxx = XD),  —o <X< œ, O<1<T, (19) 
u(x, 0) = y(x), ce. de 
EXEMPLE 4. En portant w?, = Pet dans l’équation aux différences 
homogène correspondante, le schéma explicite 
[I UT Un eo Un+1 Un + Um 
Lu) = run 5 
u9, = y(mh), m=0,+1,...; p=0,1,...,[T/r]-1, 


conduit à la relation 


= q(mh, nt), 


= {2 — 
2-1 _# 2+re =) 
T k° 
Vu que 
(æ  _iæ \2 
e-l2— 24 eia É ‘) PR 
SRE one De D 


nous obtenons 
D Et es 
À(x) = 1—4ra* sin > T= 
Lorsque x varie, le nombre À(x) parcourt le segment 1 — 4ra* = 1 = 1 
de l’axe réel (fig. 23). 
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La stabilité exige que l’extrémité gauche de ce segment se situe dans 
le cercle unité 1—4ra? > —1 ou 
1 
r « ES * (20) 


Sir > _—. le point À(œ) = 1—4ra? sin° _ correspondant à « = x est à 
gauche de — 1. L’harmonique 7” = (— 1)" engendre la solution 
uP. = (1—4ar)? (—1}ÿ" 
qui ne vérifie (6) pour aucune constante c. 
EXEMPLE 5. Soit le schéma 


uETiur à U2ii-2usti+ust! 


= q(mh, nt), 
= y{mh), GD 
m=0,+1,...; p=0,1,...,[T/r]-1. 
Des calculs analogues aboutissent à l’expression 


Lu) = 


ee (22) 


1+ 4r& sin° _ 7 
Le spectre de ce problème remplit le segment 
[1+4re sin? $] <2<1 


de l’axe réel, et la condition || < 1 est satisfaite pour tout r. 


Le critère spectral de von Neumann reste valable dans le cas de plusieurs 
variables d’espace. 


EXEMPLE 6. Pour le problème 


Ou Œu du 
a mt ‘0 


u(x, ÿ, ?) = yp(x, }) 
prenons le réseau (x, yn ?,) = (mh, nh, pr). Remplaçons les dérivées par 
des rapports aux différences, il vient le schéma 
J Te 7-2 _ Un+1 n— Zum + UR 1, n M n+3 = nn + UX, 1 0 
Lu =) 7 DE OO (23) 
Un = p(mh, nh). 
Définissant #2, = e{""+P#), je. sous forme d’un harmonique bidimension- 


nel dépendant de deux paramètres réels « et f, on trouve une solution de la 
forme 


Un = AP(&, 1°) “bn À 


En substituant cette expression dans l’équation aux différences, en simpli- 
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fiant et en effectuant des transformations identiques, on trouve 
A(x, B) = 1 —4r sin° 5 —4r sin° Ê : 


Avec « et B variant, le point À = À(«, B) parcourt le segment 
1—8r <<] 


de l’axe réel. La condition de stabilité est remplie si 1—8r > —1, r « 1/4. 

Citons un exemple illustrant l’application du critère de von Neumann à 
des équations aux différences relatives aux valeurs de la fonction cherchée 
non pas à deux mais à trois niveaux temporels. 


EXEMPLE 7. Le problème de Cauchy pour l’équation des ondes 


TT = 0, — © << XX <= >, O<1<T, 
F Ox° 
u(x, 0) = per), MED 2 pr, —o <x< o, 


est approché par le schéma aux différences 


Qu + up  UBsr—2MR +R LD 
Te 3 


T° h= 
p=12,..., (T/]-1, (24) 
Um = PA(Xm), re Pa(Xxm), M = 0, +1, ... 


Portons dans l’équation aux différences une solution de la forme (8). 
Après de simples transformations nous arrivons à l’équation suivante défi- 
nissant À : 

T 


#-2(1-2r sin +) A+1 =0, r=+. 


Le produit des racines de cette équation vaut 1. S1 le discriminant 
d(x) = 4r° sin° « (r sin? + 1) 


de l’équation du second degré est négatif, les racines z1(x) et As(x) sont 
complexes conjuguées et de module égal à l’unité. Pour r < 1, le discrimi- 
nant reste négatif quel que soit «x. La figure 24, a représente le spectre dans 
ce cas, qui remplit une partie de la circonférence unité. Si r = 1, le spectre 
occupe toute la circonférence et sir = 1, avec & variant de 0 à x, les racines 
Ài(œ) et Ao(x) se déplacent à partir du point À = 1 suivant la circonférence 
unité (l’une dans le sens des aiguilles d’une montre et l’autre dans le sens 
contraire) jusqu’à ce qu’elles se confondent en À = — 1, après quoi l’une 
des racines suit l’axe réel à gauche et l’autre à droite puisqu'elles sont réelles 
et Aide = 1 (fig. 24,b). La condition de stabilité est remplie pour r = 1. 

Considérons le problème de Cauchy pour le système hyperbolique 
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1 / 


a) ê) 


Fig. 24 


d'équations différentielles décrivant la propagation du son 


LR LA 
©  Ox”° 
— © « Y <= ©, O<1<T, 
w _ æ ee 
Ôt  Ôx” 


D(x, 0) = w1(x), mx, 0) = yax), — ce < x = =. 
Posons 
u(x, 1) —_ be Ni] p(x) = brel 
Ww(x, 1) pa(x) 
et écrivons (25) sous forme vectorielle : 


Cu Ou | 
u(x, 0) = y(x), — < x < ©, | 


où 


A= (, x] 
1 © 
Examinons deux schémas aux différences approchant le problème (25'). 


EXEMPLE 8. Soit le schéma aux différences 
HUE 4 En 0, p=0,1,...,(T/]—1, | 
0, = Y(xm), m = 0, +1, ..…. 


Cherchons la solution de l’équation aux différences homogène vectorielle 
sous la forme (13) : 


(26) 


UP = ÀP(We") = jP ES ie 
w? 


et portons cette expression dans l’équation aux différences (26). Il vient 
l'égalité | 
2-1 10 — À ez— 1] 


T h 0 
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ou 
(À—1)0 —r(e5 —1) 400 = 0, r = e (27) 
qu’on peut prendre pour écriture vectorielle d’un système d’équations linéai- 


res servant à déterminer les composantes du vecteur w®. 
Ecrivons le système (27) sous forme développée 


2—1 —r(e*—1)) 1 
} (Ce) = es 
— r(e*—1) 2—1 w0 
Le système d’équations linéaires (28) n’admet une solution non triviale 
uw = () que pour des À = (x) tels que le déterminant de (28) s’annule : 
(i—1} = re —1}. 
D'où 
2x) = 1—r+re, 
Ao(x) = 1+r—re. 


Les racines À1(x) et À:(x) parcourent les circonférences de rayon r et de cen- 
tres 1—r et 1+7 respectivement (fig. 25). Aucun r ne vérifie la condition de 


stabilité de von Neumann. 


Fig. 25 
EXEMPLE 9. Considérons le schéma aux différences 


P+1— 1 P _—"? : 

Un = Un — À ru 7 AUP 4120 + up) _ 0, | . 
p = 0, 1, DÉS. [Tir] -1 ; m = 0, Li, .. ( ) 
u,, = y(x,), m = 0, +1, ..…., 


qui approche le problème (25°) à l’ordre 2 et est analogue au schéma (15) 
pour le cas scalaire (14). La condition pour que l’équation vectorielle (25) 
admette une solution non triviale de la forme (13) est que, comme dans l'exem- 


ple 8, le déterminant du système pour définir u° = . devienne nul. En 
w 
l’égalant à zéro on obtient une équation du second degré en À = (x), d’où 
l’on tire 
À1 = 1+ir sin x — 2r° sin? 


9 


(30) 


to| R (A) R 


Às = 1 —ir sin x — 2r* sin° 
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Ces formules étant analogues à (16), on obtient à la place de (17) 
1—| A1 2(x)|? = 4r° sint+(1—r). 


Le spectre donné par les formules (30) se trouve dans le cercle unité pour 
r« I. 


4. Représentation intégrale d’une solution (*). Abordons un problème de 
Cauchy de la forme 


b_uftitbun}+biufii-(a ur _1+ au + aus) = ph, 
p =0,1,...,[T/t]-1, (31) 
= Vs Mm=v Et... 
à coefficients constants en supposant que 
b_1e-"+bo+bie" Æ 0, 0 <a < 2x. (32) 


Les schémas aux différences (1), (15), (18), (19), (21) se ramènent à la forme 
(31) en multipliant par 7 les deux membres des équations aux différences y 
figurant. 

Notons avant tout que pour des fonctions discrètes bornées {2} et 
{y\} quelconques, le problème (31) admet une solution bornée et une seule. 
En effet, connaissant que, pour p donné fixe, {u?,} existe et est borné, l’équa- 
tion (31) devient l’équation aux différences ordinaire du second ordre 


b_uufti+bur"}+biufii = pn+(a_iur_1+ au, + aur,1) (33) 


en {u#*1} avec le second membre borné. L’équation caractéristique corres- 
pondante b_1+b0q+b1q° = 0 ne possède pas, selon (32), de racines g = e 
de module égal à l’unité. Aussi admet-elle, comme on l’a montré fin du n° 2 
$3, une seule solution bornée {u#*1}. Or, {u,} = {y,,} est défini et borné et 
on définit donc successivement de façon unique, à partir de (33), les fonc- 
tions bornées {ui,}, {u2,}, ... Nous aurons besoin des renseignements sui- 
vants sur les séries de Fourier. 

A chaque suite de nombres c,,, m = 0, +1, ..., telle que $ |c, |? < =, 


m 
correspond une série de Fourier convergente (en moyenne quadratique) 
] 
—— cher C(a , 34 
FE cn (æ) (34) 


dont la somme est la fonction C(x), Î |C(x) * dx <= ©, de carré intégrable 
sur le segment 0 = x = 27. Inversement, toute fonction C(x) de carré 
intégrable sur le segment 0 < x = 2x7 se développe de façon unique en une 


(*) Les résultats de ce numéro ne sont pas utilisés dans les paragraphes suivants. 
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série de Fourier (34) à coefficients c,, obtenus par les formules 


22 
1 
CS ] C(x)e/" de. (35) 
On a alors l'égalité de Parseval 
2n 
I Ca)? de = Y|cn?. (36) 


THÉORÈME 1. Soit, dans le problème (31), 
max D |pnl?< , D IPnl? < co. 
Pp mm m 


La solution bornée de ce problème se met alors sous forme intégrale 
23 
P — FLE [ P am 
“= | UP(x)el"" de, (37 


où la fonction de carré intégrable UP(«) est définie par la relation de récurrence 
T 
UPTI(a) = A(œ) UP(x)+ "b_e-e+b+bies DP(a). (38) 


Ici 


1 
DP(x) = 2 pre”, 


Ua) = Y(a) = FE Le 


et la fonction 
« ue a_e"“+a+ae 
AO) Een bee 
est choisie de façon que pour chaque «x, 0 « à & 2, la fonction discrète 
vp, = ÀP(a}e" vérifie l'équation homogène correspondant à (31). 
La démonstration se fait en substituant directement (37) dans l’équation 
et la condition initiale (31) moyennant les égalités (34) et (35). 
CONSÉQUENCE. Si dans (31) la fonction g?, = 0, alors DP(x) = 0; on a, en 
vertu de (38), UP(x) = ÀP(x) Y(x) et (37) entraîne 


uP(æ) = = [ AP(x) P(x}e/”" de. (39) 
0 


On utilise les représentations intégrales (37) et (39) pour analyser les pro- 
priétés du schéma aux différences (31). 


14—20013 
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Définissons les normes par les égalités 
ur = Qluëf; [e]lu, = max||wl|; 


IAE > | Pl? Ilyi? = Ÿ ip,l?; (40) 


m 
[Pr 

FILE, = [TT 

m ||Fa 


THÉORÈME 2. Pour que le schéma aux différences (31) soit stable par rap- 
port aux données initiales, i.e. pour qu’on ait les inégalités 


u?il <c|l@il, p = 0,1,..., [Tr], (40a) 
avec {u,} = {y} arbitraire, ||yll < , gçh, = 0 et c une constante indé- 
pendante de h (et der = T(h)), il faut er il suffit que le spectre À = (x) 
se trouve dans le cercle (10) : 

| A(œ)! = 1+ c17, (41) 
C1 ne dépendant pas de h (et der). 
DÉMONSTRATION. Etablissons d’abord la sufisance. Dans la condition 
(41) on a évidemment 
| A(x) |? << |[1+cir|TrenT, (42) 


Vu l’égalité de Parseval et l'inégalité (42), la représentation (39) entraîne 


= {pl +max'!y?|]. 
P 


27 1/2 
[lupll = If lAP(a) UD xl «& 


(4) 


9 


27 l/« 
<er|] COR = Th) = cui. 


Nécessité. Montrons que l’absence de (41) pour tout c; fixe entraîne 

l'instabilité. Bien que la solution 
uP, = ÀP(a)e", p = 0,..., [T/x], 

ne soit pas alors bornée pour r — 0, on ne saurait utiliser cette propriété 
pour démontrer l'instabilité dans la norme choisie (40), parce que {e“"} 
n’appartient pas à l’espace de fonctions définies sur le réseau dont la somme 
des carrés des modules est bornée. | 

L’instabilité se démontre en remarquant en premier lieu qu’il existe tou- 
jours une fonction de carré intégrable U(x) telle que 


> | LG) I | U(a)E de > 
0 


> max (lA(a)27—e]. 1 [ | UC) de, (43) 
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avec & > 0 arbitraire. En effet, si max | A(œ)| = | A(x°*)|, on pose 
U(«) = 1 ne. [x° — à, x° + Ô], 
O six € [x°— 0, x° + Ô]. 


Vu la continuité de |A(x)|*”, pour à = ô(e) suffisamment petit on a l’iné- 
galité (43). Si (42) n’a pas lieu, il existe une suite À, et une suite correspon- 
dante 7; = T(h,) telles que 


Ck = ba | A(œ, LAIT — © pour K— 0, 


Posons £ = 1 et choisissons une U(«) vérifiant (43). Prenons pour suite 
{9} la suite de coefficients de Fourier de U(x). Alors (43) s’écrit lorsque 
p = [Tfr] 

TA > (cx—1)11#]], cx + ©, pour h—O0, 
Fe qui équivaut à l’absence de la stabilité (40a) par rapport aux donnéesinitia- 
es. 


THÉORÈME 3. Le problème de Cauchy aux différences (31) est stable pour 
le choix (40) des normes si et seulement s’il vérifie le critère spectral de sta- 
bilité (41). 


DÉMONSTRATION. La nécessité est évidente parce que si ce critère n’est 
pas satisfait, 1] n’y a pas, en vertu du théorème 2, de stabilité par rapport 
aux données initiales. 

Suffisance. Etablissons que tout k > 0 vérifie l’inégalité 


[ul (+ car) [ll] + cer max |1q"||, (44) 


d’où résultent, quel que soit j, p > j > 0, les inégalités 
(+ cac} [up] (+ cit) FE ur +car(l + car} pri. 


En sommant terme à terme en j = 0, 1, ..., p et en rejetant les mêmes ter- 
mes dans les deux membres on écrit 


[Lup+ill es (+ cir)/+1 ur] cezp(l + cit)? max ||qP|| < 
< ei ||P||+cTenT max |lg"!! < const |! F1]... 
D'où la stabilité du moment que p, p = 0, 1, ..., [T/r]—1, est arbitraire. 


On démontre l’inégalité (44) en recourant à la représentation intégrale 
(37) de la solution et à la relation de récurrence (38), d’où 


27 27 
ip =. k +1 am si k am 
uk. = ] UÉ+U(œ)e"" du = ] A(æ) UX(x)e" da + 


rs 
V2x 


Dr(a) 


emibrbee | de. (45) 


cr D 


14° 
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Ainsi, la fonction discrète {u*+1} de l'argument m se décompose en la somme 
de deux fonctions discrètes écrites sous forme des intégrales par rapport 
au paramètre «. 

En vertu de l’égalité de Parseval on écrit pour les normes de ces deux 
fonctions 


27 2n 1/ 
= | A(œ) U“(}ei”" da || — | | A(x) U“(œ)|? | _ 


2n 1/2 
< max |A(x)| Ï ui del < (1+ ci) ||]; 


a C2) de 
x [ b_,e-"+b,+b,e# € de 
0 


Pa) 
—. il RTE b_,e- “a+ pb +b: eta 


27 1/2 
T 
x fl IBX(x)|? | = annee lp] tes max || gi]. 
(1) 


1/ 
«| <Hinlbue-e+bhtbies] * 


A partir de deux dernières estimations des normes des termes figurant dans 
le second membre de (45) on obtient l’estimation (44) qui achève la démons- 
tration. 

On montre qu’en prenant pour norme non pas (40), mais ||u?|| = 
— sup |#2|, le critère spectral |A(x)| < 1+c17 ne suffit plus pour avoir 


la stabilité. C’est également vrai pour le problème de Cauchy aux différences 
dans le cas d’un système d’équations. 


On se sert de la représentation intégrale (37) de la solution du problème de Cauchy 
aux différences non seulement pour établir la stabilité, mais aussi pour révéler d’autres 
propriétés du schéma aux différences. 

Supposons par exemple que le spectre À = À(x) est pour x # 0 strictement intérieur 
au cercle unité. Les solutions u?, — 4”(æ)e{", « %# 0, s’amortissent alors par multiplica- 
tion par À(&) en passant d'un niveau à l’autre. La formule (39) montre que lorsque [T/t] = 
= p, on obtient une fonction discrète associée à (x) W(x), qui se concentre sur des ondes 
longues (œ = 0). Le schéma aux différences « lisse » les données initiales. 


5. Lissage de la solution d'un problème aux différences en tant qu'effet de La visco- 
sité d'approximation. Le spectre du schéma aux différences 


ul ur ne Unr1 — Un 


=0, m=0,+1,... 
T k 
P = 0, 1, ..., [7/t]— 1, (46) 
m = 0, +1 


US = Xxn), 
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approchant le problème de Cauchy 
Ou Ou 


——-— = 0 


RE pe |, —œ<x<o, O<1<T, | (47) 
u(x, 0) = y(x), —o<x< co, J 


est, nous l'avons vu, la circonférence À = 1—r-+re, 0 & & < 2x. Pour r < 1, il corres- 
pond à chaque point &« # 0 un point ÀA(æ), | Aæœ)| < 1, du spectre. Cela veut dire que cha- 
que harmonique u® = elzmh défini comme données initiales s’amortit en se multipliant 
par À(&) lors de chaque passage d’un niveau au suivant. La solution est lissée avec le temps 
parce que pour æ&h faibles (harmoniques basses fréquences) l’amortissement est moins pro- 
noncé. Notons que la solution u(x, r) = y(x+ 1) du problème différentiel (47) n’est pas lissée 
avec le temps : elle s'obtient à partir des données initiales par un déplacement à gauche. 
Ceci étant, la solution du problème (47) correspondant à la condition initiale (x, 0) = 

est u(x, 1) = efteiss et le facteur ef est de module un. L'effet numérique du lissage de la 
solution dans le cas du schéma aux différences (46) peut être assimilé à la manifestation 
de la viscosité d'approximation propre à ce schéma. Expliquons ce que nous entendons 


par ce terme. Si l’on estime que l'équation or = 0 est le plus simple modèle de 


Ot 0x 
l'équation du mouvement d'un gaz non visqueux, alors il est naturel de prendre 
Ou Ou 0°u 
èr ox “8e ji 


pour modèle d'équations régissant le mouvement d’un gaz visqueux avec viscosité # > 0 


lissant la solution. Dans la condition initiale u(x, 0) = e‘#x, la solution de l'équation (48) 
est de la forme 


u(x, 1) = entier = }(@, 1jelez. 


Pour u = O{r)ct 1 = +, le facteur /(«, r) atténuant l’harmonique ex peut s’écrire 


(a, T) = 1—ua°t+iar— _. +o(T°). (49) 
Supposons que la solution u‘* du problème aux différences peut être prolongée en 


dehors du réseau de façon que la fonction régulière (x, r) résultante soit uniformément 
bornée en h ainsi que ses dérivées jusqu’à l’ordre quatre inclus. 
Moyennant la formule de Taylor on écrit alors aux points (x, f) du réseau 


0 = MAX, 147) UM x, 1) Mc + h, 1) = UA(x, D) 
OuM(x, 1) OUMx, 1) Ou(x, 1) h du x, 1) " 
ot ox 2 or 2 Ox° 
+ he QU x, D). (50) 


Ici et dans la suite e$”, ®), @) sont des fonctions bornées uniformément en #, ainsi que 
Chacune de leurs dérivées. 
Il résulte en particulier de l'égalité (50) 
Out) Out») 


hd à) 
ET x + he x, ?). 


La dérivation par rapport à # donne 
ŒuN LA (a) SN) Out) h 24? + ge Out) 
of  Oôx \ àr Ôt  ôx Ôx dt ôx 


Portons l'expression de 9°##/0f dans (50) et rejetons les termes infiniment petits d'ordre 


+ he. 
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deux, il vient une équation difiérentielle du type (48) : 


OUR OU hr ŒUM si 
DU Qt 2 op 6D 
que nous considérerons non pas sur le réseau, mais partout pour # = 0. 

Ainsi, l’équation aux différences (46) « coïncide pour l'essentiel » avec l’approxima- 
tion différentielle (51) qui est une équation de la forme (48) avec une petite viscosité 
= (h—T)/2. Cette viscosité est dite d’approximation parce qu’apparue par approximation 
du problème (47) par le problème aux différences (46). L’équation différentielle (51) lisse 
les données initiales à peu près comme le schéma (46). En effet, si U(x, 0) = eiaz, à l’ins- 
tant { = t cet harmonique se trouve multiplié, conformément à la formule (49), par 


+ _» 


Â(@, T)= 1 - = at + ir — + o(r*) = Lier Dar + o(r®) (52) 


Lorsque u£, = ele |, = ei, on obtient à l'époque 7 = 7 d’après (46) le même 
harmonique multiplié par le facteur 


À(@) = 1—-r+rei = 1—r+7r (1+i0h- ©) +0) = 1+ er — À a°r+ O(r:) 


coincidant avec (52) à des infiniment petits d'ordre deux en 7 (ou en h) près. 


Exercices 


1. Pour quelles valeurs du paramètre o = 0, le schéma aux différences approchant le 
problème de Cauchy pour l'équation de la chaleur 


ut i— UR LS — urti+ ur 
s h° 
u® donné, m = 0, +1, 


vérifie le critère spectral de stabilité de von Neumann quel que soit 7 = t/h° ? 
2. Le critère spectral de stabilité est-il satisfait par le schéma aux différences 


unti—un rt uk, 202 +uE 


PT ee 


mel 
po h° . 


2+ pe = P{xn lp), p > 1, 
us = Yns 
ne #4 m=0,+1,..., 
où 
Ou(x, 0) Œu(x, 0) 


po) = u(x, Des = UXns D = px) + 7p" (x)? 


Ce schéma approche à l’ordre O(r°+ h°) le problème de Cauchy (19) relatif à l'équation 
de la chaleur. 
3. Montrer que le schéma aux différences 


DR ES Gt, 
T 2h 
p= 0,1: 
u9 = mx,,), m = 0, +1, ; 
approchant à l’ordre O(r+ h°) le problème de Cauchy 
+4 = 0 —o<x<, 1 > 0, | 


u(x, 0) — yp(x), —o < x < ©, | 
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vérifie le critère spectral de stabilité pour tout r = 7/h et À une constante quelconque. 
4. Etudier le schéma prédicteur-correcteur aux différences pour le problème de 
Cauchy u,+ Au, = 0, u(x, 0) = q{x) : 


MALE 4 urt\a— u?+/a 
ER pa ns eh 0 m=—0,+1,..., 
T h 
p=0,1,..., 
UR = Pmr Mm=0, +], 
À = const, où la fonction auxiliaire u”*"= = DT se définit moyennant u? = {u 


en deux étapes : on calcule d’abord v? = {v?} en tant que solution du problème aux 
différences 


T/2 ÿ 2h 
puis u?*"2 — {ur} par les formules 


m+1/2 

1/ 1/2 1/ 1/ 
u°+"s = (1- a) Ve En PACS 

2 2 j 


m+l/g 
Montrer que si le paramètre d’interpolation x se trouve sur le segment 0 & @ = 0,25, 
alors, quel que soit r = 7t/h = const, le critère spectral de stabilité est valable. Lorsque 
a = 0, le spectre tout entier se situe sur la circonférence unité, et pour 0 < « = 0,25, 
il est intérieur au cercle unité qu'il ne touche que pour À = 1. A la valeur propre À = 1 
correspondent les fonctions propres nu, = (+1)". 


vrtslup vs rt 
D Je = 0, m= 0; El: 


826. Principe des coefficients fixés 


Le procédé que nous allons exposer étend considérablement la classe de 
problèmes aux différences instationnaires dont l'étude procède du critère 
spectral de stabilité. Ce critère nécessaire de stabilité énoncé au $25 pour le 
problème de Cauchy aux différences à coefficients constants’applique égale- 
ment au problème de Cauchy aux différences à coefficients « continus » 
mais non constants, ainsi qu’aux problèmes dans des domaines bornés lors- 
que les conditions aux limites sont données non seulement pour # = 0 
mais aussi sur les bords. Ce procédé peut également être utile dans l’analyse 
des problèmes non linéaires. 


1. Fixation des coefficients aux points intérieurs. Exposons le principe 
des coefficients fixés sur l’exemple du problème aux limites aux différences 
suivant : 


— S — OX 1 14) ei TE nu — 0, 

p =0,1,...,[T/r]-1, (1) 
WU, = Yns M=0,1,..,M; Mh=i, 

LQuÿt1=0, Luifi = 0. 


Ici l,uÿ*1 = 0 et Lu%/? = O sont certaines conditions imposées respective- 
ment aux points extrêmes gauche et droit du segment maillé 0 = m = M ; 
a(x, t) > 0. 
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Prenons un point intérieur (x, f) du domaine 0æxæ<1l,0æ<f<«T, où 
le problème (1) est proposé, et « fixons »-y les coefficients de (1). 
L’équation aux différences à coefficients constants ainsi formée 


= — a(à, QE = 0, | u 
p=0,1,...lTHl-1: m=0,+1,..., | 


sera considérée désormais non pas pour O0 = m < M mais pour tous les m 
entiers. Enonçons-le 


PRINCIPE DES COEFFICIENTS FIXÉS. Pour que le problème (1) soit stable, 
il faut que le problème de Cauchy pour l'équation aux différences à coefficients 
constants (2) vérifie le critère spectral nécessaire de stabilité de von Neumann. 

Etayons ce principe par des considérations heuristiques suivantes. 

Le réseau se resserrant, le coefficient a(x, r) varie, vu la continuité de 
la fonction a(x, r), de plus en plus faiblement dans le voisinage du point 
(%, ©) durant tout nombre fixe des pas en espace h et des pas en temps 
rt et diffère de moins en moins de la valeur a(%, f). Notons en outre que 
la distance entre le point (X, F) et les frontières x = 0 et x = 1 du segment 
qui est mesurée en pas du réseau, tend vers l'infini. Si le réseau est fin, 
les perturbations imposées à la solution du problème (1) au temps # = ÿ 
se propagent donc dans le voisinage du point x = * (en temps faible) à 
peu près comme dans le cas du problème (2). 

Il s’agit certes des raisonnements généraux qui ne dépendent pas du 
nombre de variables d’espace, de celui de fonctions cherchées et de la forme 
de l’équation ou du système aux différences. 

Au $25 nous avons examiné le problème de Cauchy pour une équation 
de la forme (2) et constaté que pour avoir la condition de von Neumann le 
rapport r = t/h° des pas du réseau doit vérifier l'inégalité 


Le 
2a(x, E) ” 

Le problème (1) étant stable si, en vertu du principe des coefficients 
fixés, la condition ci-dessus est remplie pour n'importe quel (%, ®), le rapport 
r = t/h doit vérifier l'inégalité 


rs 


I 
ET smeser-mrS ax a [ (3) 


Grâce au principe des coefficients fixés, on reste au niveau heuristique 
en étudiant la stabilité des problèmes non linéaires. Voyons par exemple le 
problème non linéaire suivant : 


u—(1+uu,, = 0, 0O<x<]I, 
u(x, 0) = yo(x), O<x<Ii, 
u(0, £) = yi(r), u(1, 1) = pat), O<1<T. 
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Utilisons le schéma aux différences 


AE (14 (un) En TEE © 0, 


h? 
: 0<m< M, p=0,1,..., [T/t]-i, 
Luo® = W = yy{mh), 0<me«M, 


u8 = yat, +T), p = 1,2,..., [Tr], 
ui = Patp+Tp) 
admettant une variation du pas , d’un niveau à l’autre. Ce schéma permet 


de calculer successivement, niveau par niveau, ul, m = 0, , M, 
m=0,1,..., M, et ainsi de suite. 

Supposons que nous avons atteint le niveau f = £,, calculé u?, m = 
= 0, 1, ..., M, et que nous voulons continuer. 


Comment choisir le pas suivant r = t,? On peut admettre qu'il faut 
trouver la solution de l’équation linéaire aux différences 


Uh si Un + Un = ( 


P+l1— 11? 
ee x, 14) = 


Th 


à coefficient variable donné a(x,, 1) = 1+(u% ). En effet, il est naturel de 
penser que les valeurs u”, sont voisines des valeurs u(x,,, £,) de la solution 
régulière u(x, f) du problème différentiel. Le coefficient est “alors proche de 
la fonction continue a(x, t) = 1+u*(x, f) qui varie peu durant plusieurs pas 
de temps. 

En appliquant le critère de von Neumann à l'équation à coefficient varia- 
ble a(x,, t,) on impose la contrainte (3) au rapport des pas du réseau qui 
est une condition nécessaire de stabilité : 

Di = r, < a — a 
h5 7 PP 2maxla(x,t,))  2max|1+(u2)°|. 


On recommande donc de choisir le pas suivant +, à partir de la condition 


1 
To 3 maxi (2) 
L’expérience numérique sur machine confirme la justesse de ces considéra- 
tions heuristiques. 

Si la condition nécessaire de stabilité obtenue en considérant le problème 
de Cauchy à coefficients fixés en un point arbitraire du domaine est altérée, 
on n’aura pas de stabilité quelle que soit la façon dont on se donne les con- 
ditions aux limites. Soulignons que le principe des coefficients fixés ne 
tient pas compte de l'influence des conditions aux limites. La condition 
nécessaire de stabilité découlant de ce principe étant remplie, on a ou non 
la stabilité selon les conditions aux limites données. Exposons maintenant 
le critère de Babenko et Guelfand qui prend en considération l’influence 
des frontières pour un problème donné sur un segment. 
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2. Critère de Babenko et Guelfand. Lors de notre examen du problème 
(1) nous avons supposé que dans le cas d’un réseau fin les perturbations 
induites sur la solution du problème (1) dans le voisinage d’un point inté- 
rieur (%, f) se propagent approximativement comme les mêmes perturba- 
tions communiquées à la solution du problème de Cauchy (2) à coefficients 
fixés en (X, f). En justifiant ce principe nous avons admis que les distances 
du point intérieur (X, f) aux frontières, distances mesurées en pas du réseau, 
augmentent indéfiniment avec le resserrement du réseau. Mais si (x, f) 
appartient à la frontière x = O0 ou X = 1, ce raisonnement heuristique ne 
porte plus. Soit, par exemple, x = 0. La distance entre X et tout point fixe 
x > 0 (en particulier l’extrémité droite x — 1 du segment) mesurée en pas 
du réseau augmente toujours indéfiniment pour À — 0, mais le nombre 
de pas jusqu’à l’extrémité gauche x = 0 ne varie pas et reste égal à 0. 

Aussi la perturbation de la solution du problème (1) au voisinage de x = 0 
se propage-t-elle durant une petite période comme celle de la solution du 
problème 

urti ur 


— a(0, ) PET 0, m = 1 2:53: | (4) 


laup+i = (0. 


Ce problème est obtenu à partir du problème de départ (1) en fixant le 
coefficient a(x, f) à l’extrémité gauche x = 0 du segment et en éloignant 
simultanément la frontière droite à+ .Le problème (4) n’est naturellement 
considéré que pour des fonctions uP = {uÿ, u?, u8, ...} telles que 


T 


ur, + O0 pour m—+o. 


C’est le seul cas où la perturbation est concentrée au voisinage de la 
frontière x = 0, et ce n’est qu’au sens de telles perturbations que le problème 
(1) et le problème (4) s’apparentent à proximité du point extrême gauche 
x = 0. 

De même, la propagation des perturbations agissant sur la solution du 
problème (1) au voisinage de la frontière droite x = 1 doit ressembler à 
celle des perturbations analogues pour le problème 


tr A î) ee +uh_; 20: 
m = ..., —2, —1, do M -— 1, 6) 
Lukj* = 0 


possédant seulement la frontière droite. Le problème (5) s’obtient de (1) 
en fixant le coefficient a(x, F) à l’extrémité droite x = 1 et en éloignant la 
frontière gauche à — +. Le probleme O est à considérer pour des fonctions 
discrètes u? — {...,uP,, uP.,uB,uf ...,u®,} telles qu’on ait u}, — O0 pour 
m — — ©. 

Les problèmes (2), (4) et (5) sont plus simples que le problème de départ 
(1) en ce sens que pour r = tT/h° fixe 1ls ne dépendent pas de h et sont à 
coefficients constants. 
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En ce qui concerne le problème (1), l'étude de la stabilité compte tenu 
de l’influence des frontières se fait donc selon le schéma suivant. On forme 
trois problèmes auxiliaires (2), (4) et (5) indépendants de h pour chacun 
desquels on trouve tous les nombres À (valeurs propres de l’opérateur u? — 
— uP+1) tels qu’il existe des solutions de la forme 


u?, = ÀPus. 


Ceci étant, pour le problème (2) = {uÿ,}, m = 0, +1, ..., doit être borné; 
pour (4) u° = {u5, 5, ..., un, ...}, u, — O avec m — +; pour (5) 


u° —_ {...,u0,, u°.,ub, 9, Ut} 
uÿ, = O pour m——c,. 


Pour que le problème (1) soit stable, il faut que l’ensemble de valeurs 
propres de chacun des trois problèmes (2), (4) et (5) se trouve dans le cercle 
unité |À| < 1. (Le problème (2) est considéré pour chaque X fixe, O0 <= x < 1.) 

Poursuivons l’étude de (1) et supposons partout dans la suite que 
a(x, t?) = 1. Calculons les spectres des (2), (4) et (5) pour les différentes 
conditions aux limites /ug+1 = Oet Luñf1 = O. 

En portant la solution u?, = ÀPu,, dans l’équation aux différences (2) 
on obtient 


(= Lum—r(um+1—2Umt+Um-1) — 0, Fr = nr 


ou : 
-9r+]— 
m3 (TE) unter = 0. (6) 
Nous avons déjà abordé de telles équations du second ordre dans le cha- 
pitre 1. Pour écrire la solution générale de (6) formons l’équation carac- 
téristique 


g+ (24) g+1= 0. (1) 
Si g en est racine, la fonction discrète 
u”, = ÀPg" 
est une des solutions de 
UT Um Uma mm 0 
T h° ° 


Silgl = 1,1.e. g = eï, la fonction 
up, = ÀPeïs" 
bornée pour m — + = est solution lorsque 


A=1-4rsin +, Oxo <27 


(cf. 825). Ces Z = À(x) remplissent le segment 1—4r & À « 1 de l’axe 
réel, qui est justement le spectre du problème (2). Celui-ci ne possède pas 
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de valeurs propres À en dehors de ce segment, puisque si l'équation carac- 
téristique (7) n’a pas de racine qg de module égal à l’unité, le problème 
(6) n’admet pas de solution bornée pour m —- +. 

Si À est extérieur au segment 1 —4r & À & 1, l'équation caractéristique 
(7) a ses deux racines de module différent de 1 et telles que leur produit 
vaille le terme libre de l’équation du second degré (7), i.e. l’unité. Aussi 
l’une des racines de (7) est-elle inférieure à 1 et l’autre supérieure à 1 en 
module. Supposons, pour fixer les idées, que |g1| < 1 et |g2| = 1. La solu- 
tion générale de (6) de module décroissant pour m — + est alors de la 


forme 
Um = C[g1(2)]" 
et celle qui tend vers zéro pour m — — 


Um = c[g2(2)}7. 

On définit les valeurs propres du problème (4) en portant u, = cq7(À) 
dans la condition à l’extrémité gauche /;1u — 0 et en trouvant tous les À 
pour lesquels elle est remplie. Si, par exemple, 

Lio = Uo = O, 

la condition cg? = O0 n’est vérifiée pour aucun c 0, de sorte qu’il n'y 
a pas de valeurs propres. 

Si lo = U1—uo = 0, étant donné que g1 Æ 1, la condition cqg!— 
—c@ = c(g1—1) = 0 conduit à c = 0, d’où l’absence de valeurs propres. 

Dans le cas /iuo = 2u1—u0o = 0, la condition c(2q1— 1) = 0 est satisfaite 
pour c  O si gi = 1/2. 

On trouve à partir de l’équation (7) que si g1 = 1/2, le nombre 1 est 


1 —4+4 r 
À I+r(gi-2+—) = 1H 2 142. 


1 
2 
C’est l’unique valeur propre du problème (4). Elle est extérieure au cercle 


unité parce que À = 1+r/2 = 1. Les valeurs propres du problème (5) se 
calculent d’une façon analogue. Elles s’obtiennent de l’équation 


lu = 0, 
pour 
Un = 4 G2=qXÀ), m=M, M-1, M—2, .…. 


Etudions le critère de Babenko-Guelfand dans le cas du schéma aux 
différences 


us ut = 0; p =0,1,...,{T/r]-1, 
m =0, 1, ..., M-I1, (8) 
Mh = 1, 
0, = y(x,), m=0,1,..., M, 
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approchant le problème 
u,—u, = 0, O<x<1l, O<1<T, 
u(x, 0) = p(x), 
u(1, ) = 0. 
Confrontons (8) avec un problème sans frontières 
HE Hu 20, m=0,+1,.…., (9) 


avec un autre à la seule frontière gauche 


ES _ Hu _ 0, m = 0,1,..., (10) 


et un troisième à la seule frontière droite 
unti—ur _ Uhn+1 Un = — M— 2e 

HUE LO, m=M-1,M-2,.…, an 

u8F1=0Q, p=0,1,...,[T/r]-1. 
Dans le cas du problème (10) il n’y a pas de condition aux limites du 

moment qu’il en était ainsi du problème de départ (8). | 
I1 faut trouver l’ensemble de valeurs propres des trois opérateurs u? — 
— uPt1 correspondant à chacun des problèmes auxiliaires (9), (10), (11) et 


établir les conditions de leur appartenance au cercle || = 1. 
En substituant une solution de la forme 


uP, = ÀPu,, 
dans l’équation aux différences 


ut = (nuire, 1 =, 
on aboutit à l’équation aux différences ordinaire du premier ordre pour la 
fonction propre : 


(A—1+r)um—rumx1 = 0. (12) 

L’'équation caractéristique associée 
(À—1+r)—-rg = 0 (13) 
établit la relation entre À et qg. L’équation (12) a comme solution générale 


Um = cg" = et )", m = 0, +1,... 


Pour |g| = 1,qg = e,0 <a = 2x, 
À = (1-r)+ref. 


Le point À = À(x«) parcourt une circonférence de centre le point 1—r et 
de rayon r. Ce sont précisément les valeurs propres du problème (9) 
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(fig. 26, a). Quel que soit g, |g| = 1, il existe une solution non triviale 
ur, = ÀPu,, = coq” 


du problème (10), qui décroît avec m — + co. 
Les valeurs propres À = 1—r+rq remplissent évidemment tout l’inté- 
rieur du cercle de circonférence À = (1—r)+re (fig. 26, b). 


a) D] c) 


Fig. 26 


Enfin, les solutions u?, — ÀPu,, du problème (11) qui décroissent avec 
m— — doivent être de la forme 


u?, = cÀPg”, ‘qq = 1, 


À et g étant reliés par l’égalité (13). 

La condition aux limites w?, — O entraîne l’existence d’une solution 
non triviale (c < 0) seulement pour À = À(g) = 0, 1.e. pour g = (r-1)/r. 
Cette quantité qg est de module supérieur à l’unité si l’on a (r—1}/r > 1 ou 
(r—1)/r = —1. La première inégalité n’admet pas de solution, et la solution 
de la seconde est r = 1/2. 

Ainsi, pour r < 1/2, le problème (10) a une valeur propre 4 = 0 (fig. 
26, c). Les fig. 27, a, b, c représentent la réunion des valeurs propres des 
trois problèmes pour les cas respectifs r << 1/2, 1/2 < r < 1etr = I. 


Co @ © 


/ 


a) r<$f à Z°r</ 
Fig. 27 


Il est clair que la réunion des valeurs propres des trois problèmes est 
dans le cercle | À! = 1+cr7, avec c indépendant de h, si et seulement si r < 1. 

Le critère exposé joue également dans le cas des problèmes aux limites 
sur un segment pour des systèmes d’équations aux différences. De nombreux 
schémas vérifiant le critère de von Neumann, schémas qui paraissent natu- 
rels de prime abord, s’avèrent alors instables à cause d’une approximation 
malheureuse des conditions aux limites. On voit donc à quel point il est 
important de savoir choisir des schémas dépourvus de ce défaut. 
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Dans le chap. 13 nous discuterons le critère spectral de Babenko- 
Guelfand des positions plus générales. Nous démontrerons en particulier 
de façon rigoureuse qu’il s’agit là d’une condition nécessaire de stabilité 
et que si elle est satisfaite, aucune violation « grossière » de la stabilité n’est 
possible. 


Exercices 


1. Dans quelles conditions a-t-on le critère spectral de stabilité pour le schéma aux 
différences 
urtl-ur  uh,1-Uuh 1 T ui -2u2 +0; 


= 2h 2 he a. 


ui = 0, 
ug+iu? u?—u2 P=0,1,...,{7/r]-1, 
= 0, 
T h 
approchant le problème différentiel 
u,—u, = 0, O<x<1, O<!1<T, 


u(x, 0) = y(x), 
u(O, 1) = u(1, 1) = 0 
pour la solution régulière u(x, r) à l’ordre deux en A ? 


RÉPONSE : T/h<« 1. 


2. Pour construire un schéma aux différences approchant le problème aux limites 
suivant relatif au système hyperbolique d'équations différentielles 


0 _ 
dt  Ôx” 
Omxæeil, 0O<I<T, 
eu 0e 
Ot _Ox” 


vx, 0) = palx),  w(x, 0) = y.(x), 
v(0, 1) = w(1, 1) = 0, 


(x, £ 7 
posons a(x, f) = .) et mettons le problème sous forme matricielle 
n{x, ?), 
ax, 0) = px), 


v(0, #) = w(1, r) = 0. 


0 1 
avec À = ( ] Choisissons le réseau (x, ,) = (mh, nr), h = 1/M, M entier naturel. 


0 
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Posons à ue 
MT msi mnt OT pe mi mt ml 
D EE ET 74 F _. 
= },2,...,M-I1, 
a = P(xm), 


v+1 = wi = 0. 


Notre construction s’achève avec la donnée des conditions supplémentaires aux bords 
de gauche et de droite. En notant que, quels que soient « et B, le système d’équations dif- 
férentielles entraîne les égalités 


Œv+ a«w) : Aw+au) | 0 
ot 0x ES | 
Ov+PBw) _ Ow+Bv) 6 
or 0x 2=] To? 


donnons-nous des conditions supplémentaires en posant 
(2+1+aw8*1)— (08 aw3) _ (w?+au7)—(w3+ aug) | 
T h : 


0, 
Ci + BW) (+ Bw) _ Cor Bo) —(Wh+ BU) Lo 
: | 


T 
Sous l'hypothèse r = 7/h «& 1 montrer que 
a) si æ = 1, P = —1, le critère spectral de stabilité est satisfait ; 
b) si æ = —1, le critère n'est pas satisfait quel que soit £. 
c) Quelles doivent être les conditions imposées à « et f pour qu’ait lieu le critère 
spectral de stabilité tenant compte de l'influence des conditions aux limites ? 


827. Solutions de certains problèmes modèles 
sous forme des séries finies de Fourier 


Citons plusieurs problèmes modèles dont les solutions sont représen- 
tables sous forme des séries finies de Fourier. De telles représentations sont 
extrêmement utiles. En effet, elles permettent de pénétrer les propriétés des 
problèmes modèles considérés et, partant, celles de la classe de problèmes 
réels correspondants. 

Voyons pour commencer ce qu'est la série de Fourier pour une fonction 
définie sur un réseau. 


1. Séries de Fourier pour des fonctions définies sur un réseau. Considérons 
l’ensemble de toutes les fonctions réelles v = {z,,} définies aux points 
Xm = Mmh,m= 0, 1,..., M; Mh = 1, et S'annulant pour m = 0 et m = M. 
La famille de ces fonctions munie des opérations usuelles d’addition et de 
multiplication par des nombres réels constitue un espace vectoriel de dimen- 
sion M—]1, puisque le système de fonctions 


ÿ® = 0 ss mX<Kk, 
L 1 si m = kK, 


8 27] SÉRIES FINIES DE FOURIER 225 


combinaison linéaire de fonctions #4), #®), ..., gt : 
Ÿ = D1ÿQ) + “ST UM- 1@ MD), 


Munissons l’espace considéré du produit scalaire en posant 


(v,w) = h Ÿ OmWm- (1) 


m0 


Montrons que le système de fonctions 
k) sx …  Kam — : 
p® = {V2 sin eh, k=1,2,..., M1, (2) 
constitue une base orthonormale dans l’espace donné, 1.e. 
0, kxr 
&) y) = | ” ’ 
(p°, y) is 
k,r=1,2,..., M—I1. (3) 
La démonstration s'effectue en remarquant que 


lim Em 
À cos fm = Le Cri" x) he, = 
mm0 M E 2m = 2 br 2 1" 5 


__ [O0 si / estpair et 0 </<2M, 
1 si / est impair. 
D'où pour k <r 


M M-1 
e k&: L 1 < L 1 k: E 
(y, y) = 2h Ÿ sin “sin TE = 2h S sin T7 sin 
mm0 


M SN y ZM M 
M-1 M-1 
k— r)rm (k+r)2m 
=h cos = mn COS ——"— = (), 


etpourk =r 
M-1 M-1 
(p®, y) = h Y cos 0—h Y cos EE = hM-—h:0 = 1. 
m0 mm0 


Toute fonction discrète 0 = (vo, v1, ..., vas) se développe dans la base 
orthonormale (2) en somme 


ou 
M-1 
_ . Km 
Um = V2 Ck Sin ——— (4) 
dé 2 M ? 
où 


=, M . 
Cr = (v,y®) = Y2h 2 Un Sin ER 
me 


15— 20013 


226 PROCÉDÉS D'ÉTUDE DE LA STABILITÉ (CH. 8 


La base (2) étant orthonormale, on a évidemment 

(D, D) = G+ci+... + Cire (5) 
La somme (4) est la représentation de la fonction discrète v = {v,,} sous 
forme de série finie de Fourier et l’égalité (5) l’analogue exact de l'égalité 
de Parseval en théorie classique des séries de Fourier. 


On considère de même les séries finies de Fourier pour des fonctions 
définies sur un réseau carré. Soit le réseau 


Xm=MmMh, y, =nh, O<mh<l, 0O<nh=<], 


= ]/M, M entier naturel. La famille de fonctions réelles v = {v,,,} 
définies aux points du réseau et s’annulant sur sa frontière forme un espace 
vectoriel. Munissons-le du produit scalaire 


M M 
Co, w) = RE NON CnWmn. 


n=0 m=0 


Dans l’espace vectoriel considéré de dimension (M — 1)* le système de fonc- 
tions 


kam . lan k = 1,2,...,M-—1, 
SIn ——- 


M M7 121,2, ...,M-1 


forme une base orthonormale 
(y D, y 9) — 
Cela résulte de (3) à condition de ee que 
M. kzm . 
(pE0, pt) = (2 pe sin Fr sin Tr ) P) S sin ! Nr ©. sin 7 = 


n20 
= (p@, 0) (p0, po). 


Toute fonction v = {v,,} S’annulant sur la frontière du carré est déve- 
loppable en série finie bidimensionnelle de Fourier 


y&D = 2 sin 


O0 si k=<r ou ls, 
1 si Kk=7r et l[=s. 


M-1 
kam . lan 
Vs: =°2 Cxr SIN Sin —, (6) 
nn 2 M M 


où 
Cu = (v, pe D). 
On a l’égalité de Parseval 


M 
(v, v) = y. (7) 
KT 


Dans tous les exemples de problèmes aux limites aux différences dont 
les solutions se mettront sous forme de séries finies de Fourier, on utilise 
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l'expression 


1 
A xx — 7e (mi 20m L:51) m — 1, 2: .. M — L (8) 
Notons que 
. km _ 1] . kzam+l) .. Km . kr(m—1) . 
a sin M — re [sin M — 2 sin y + Sin PT. = 
2 kr . Km . Km 
= (cos T1) sin 7 = pu sin, m=1,2,..., M—I1, 
avec 
4 : à KA 
Uk — TH sin SM : 


En d’autres termes, la base (2) est formée de fonctions propres de l’opé- 
rateur 1, transformant v = {v,,} de l’espace de fonctions s’annulant pour 
m = Oetm = M en des éléments du même espace par les formules 


We = 7e (Omt1=20mt Om), M = 1,2, M1. 


Il correspond à la fonction propre y% = Y2 sin En la valeur propre 


4 . , Kkz 
m=-sins, k=1,2,...,M-1. (9) 


2. Représentation des solutions de schémas aux différences pour l’équation 
de la chaleur sur un segment. Notre premier exemple où nous réussirons à 


mettre la solution sous forme de série finie de Fourier est le schéma aux 
différences très simple 


HE Me M 0, m—1,2,...,M-1 | 
p=0,1,..., [T/t]-1, (10) 
uÿ = Uÿg = 0, 
un = yp(mh) 
pour le problème de la chaleur sur un segment 
Ur—Uxx = 0, O<t1<T, O<xX<l1, 
u(O, #) = u(1, ©) = 0, 0O<1 <T, (11) 
u(x, 0) = y(x), O=x< li. 
Récrivons le problème (10): 
uP+1 = up +r.l ul = (E+TtA,.)ur, | (12) 
Um = p(mh). 


Ici E est une application identique: Eu, = u?,, et E+TA,. l’opérateur u? — 
— uPti ou l’opérateur de passage d’un niveau à l’autre. Les fonctions 
15° 
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discrètes u? = {u?,} de l'argument m sont supposées appartenir, pour chaque 
p fixe, à l’espace considéré, 1.e. uÿ = u#, = 0 
Cherchons les solutions de l’équation (12) sous la forme 


ip = 29(V2 sin a). 


Substituons cette expression dans (12) et simplifions les deux membres 


par ÀP V2 sin TT ; nous obtenons, en vertu de (9), l'expression suivante de 


M 
Àk: 
Kz 
Àe = 1+7tux = 1— sin° TVA k=1,2,..., M-I1. 
La linéarité de (12) fait que l’expression 
M-1 
uP = > CiÀLy® (13) 
k=]l 


est sa solution quelles que soient les constantes c.. Lorsque p = 0, 
M=1 
. kam 
u° — > cx(V2 sin —> }: 


Prenons pour c, les coefficients du développement de la fonction donnée 
u9, = y(mh) en série finie de Fourier, i.e. posons 


Cr = (y, p®) = h y p(mh) (V2 sin su ] 
mæm0 
La solution (13) 
"1 eo %k sk 
uP = ph ck (1— 7 sin° nr) (V2 sin TT) (14) 
vérifie alors la condition initiale donnée u£, = y(mh). La formule (14) est 


bien la représentation cherchée de la solution sous forme de série finie de 
Fourier. 

Les coefficients c{”? du développement de la fonction w{) d’argument 
k7m 
M 


m dans la base orthonormale y% = V2 sin 


cp) = CL. 
Etant donné l'égalité de Parseval, on a donc 


M=—1 M=1 
(ur+i, uP+1) 2e D | cp+20]2 = x |cLAg+1;2 <= 
k=1 


M-1 
< me | À |? Da 174% = max | A (up, uP), 
k 


s’écrivent pour p fixe 
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l'égalité stricte (uP?+1, #P+1) — max |44[? (w7, uP) étant réalisée sien qualité 
de u° on prend y) de | ;| animal 

Si max ||? < 1, on a l'inégalité 

| (uP*1, uP+I) & (up, up). (15) 
Les formes quadratiques définies positives 
(Au?, uP), 
avec À la matrice de la forme quadratique, rappellent les expressions de 
l'énergie de la physique mathématique. Les inégalités de la forme 
(Au? +1, uP+1) < (AuP, uP) 


utilisées pour la résolution des problèmes aux limites aux différences s’appel- 
lent donc généralement inégalités de l’énergie. 


Ainsi, l'estimation (15) constitue une inégalité de l'énergie parmi les plus simples. 
Si l'inégalité de l'énergie est satisfaite, il est naturel de choisir les normes ||: ||#, et 
Il + Il», en fonction de la forme (Au, w”) en posant en particulier || #% ||o, = 
= max (Au?, ur)l/2. De telles normes sont dites normes énergie. 

? 


L’inégalité max | À4!° < 1 est évidemment vraie si 
k 


Lorsque 
I 
r = Const = ea 


et pour des À suffisamment petits, 1l existe des 1. tels que | À4| = 1. Aucun 
choix raisonnable (*) des normes ne garantit alors la stabilité. 
Soit le schéma aux différences plus général 


HE f(1 0) A u?+0A ut] = 0, 
un = p(mh) 


pour le même problème différentiel de la chaleur (11). Ici o est un paramètre. 
Trouvons des solutions de la forme 


u® = JPV2sin TO k= 1,2, ... M—1. 


M ? 
avec À, à définir. 
Portons cette expression dans l'équation aux différences : nous obtenons 


(*) Voir $13. 
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une relation satisfaite par À+ : 
x = 1+74(1-0o)ux+rtodmx. 
D'où 
: (1—0)T . à Kz 


: LC TVZ 
= _ Ets. ML 


On a toujours 


L’inégalité de l'énergie (15) est juste dans la condition 
max Àk | | 

ou 

ka 


L OT . 
<|1+ sin 37 | = 


e (1-ao}r sin? kz 
à 2M 


1 


Il est évident que pour 1 > © > /», cette inégalité, de même que (15), 
a lieu quel que soit r. Si o = 0, le schéma aux différences change en schéma 
explicite déjà examiné, et, comme nous l’avons vu, pour avoir (15) avec 
n'importe quel h, il faut que r < 1/2. 


3. Représentation des solutions de schémas aux différences pour le pro- 
blème plan de la chaleur. Considérons le problème de la chaleur à deux dimen- 
SIOnS 

du _ Eu, Eu 
d& 0x dy”? 

u(x, y, 0) = y(x, y), (16) 
u(x, }> 1) r — O, 


Oxx<l, 0<y<il, 0<1<T. 


TL" désignant ici la surface latérale du parallélépipède O0 = x, y = 1,0 — r — 
< T. 

Construisons le réseau (x, J'« 1) = (mh, nh, pt) et admettons que 
h = 1/M, M entier naturel. Acceptons en qualité de D, les points du réseau 
à l'intérieur et sur le contour du parallélépipède 0 = x, y<1, 0<1r=<T. 


Notons 
{ur — UP nn — Mn TUE 1, w 
* xxmn = h° 9 
I P es UP nr Un UE pt 
* UE h° 


Les opérateurs.{..et .1,, sont complètement analogues, mais le premier agit 
sur ja variable m: et a n et p pour paramètres et le second opère sur nr, m et 
p étant des paramètres. 
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Le plus simple schéma aux différences pour le problème (16) est 
ui ul, 
T 


Llbnt Athns 0 <mh,nh<1, . 


Unn = p(mh, nh), 0 << pr < T—7T, (7) 
0. 


Cherchons les solutions de l'équation aux différences dans la condition 
up, ir = 0 sous la forme 


[TL ‘Pr 


Un = AE Plan o- 
Notons que 
A, 0 = A, (y) = pp) _ MOUTUTIO) ns ut pte. 7. 
1, PE = 1, y) = pp. 
Pour 4, on a donc l'expression 


2, -1 
ou 
4 . o K: “. L 
dur = 1 (sin® 5 +sin° sn) 
La solution 
M-1 
up = Ÿ cup) (18) 
k,I=1 


vérifie les conditions sur la surface latérale pour tout choix des constantes 
Cu. Pour p = 0, cette solution s'écrit 


u0 = Ÿ crrpr 0). 
Pour que la condition initiale donnée 
1%, = p(mh, nh) = S cuyé) 


soit remplie, il faut prendre pour cz, les coefficients de Fourier de la fonction 
y(mh, nh), 1.e. 


kam . lrm 
sin 7) 


M M} (9) 


M 

Ci =? Y y(mh, nh) (2 sin 
m.n=0 

En vertu de (18), le coefficient de y%:° dans le développement de ” en 

série de Fourier est le nombre (c;, 28). Aussi 


(ur, ur) = D cup. 
KT 


Vu cette égalité, on écrit pour tout p fixe 
M1. | | 
(ur, ut = TT ouf? < max lu À Cul? = 
k, {= 1 Kk, 1 k, / 


= max | Au? (7, u?). 
k, ! 
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L'égalité a lieu si on s’est donné pour y(mh, nh) la fonction propre y: de 
l'opérateur E+t(41,,+:1,,) de passage du niveau f = pr au niveau t = (p+ 
+ 1)r associée à la valeur propre Àz, de plus grand module. 


Si max | Àuy| <= 1, on a l'inégalité de l’énergie 
k, 
(u?+1, uP F7) « (uP, u?). (20) 


Lorsque k et / prennent les valeurs K, / = 1,2, ..., M—1, les valeurs pro- 
pres parcourent un ensemble fini de points de la droite réelle à gauche du 
point À = 1. Le point le plus à gauche s’obtient pour k = !/ = M1 : 

9 (M = 1)7 


: : 1 
Àm-1. mM-1 = 1 —8r sin 17 Ml 1—8r cos? > = 1-8r+0 (5%), 


et l'inégalité max | Zu! < 1 a donc lieu pour —1 & 1—8r, r « !/4. 
Dans le cas du schéma aux différences implicite 


url ur, 
EU LA net + A ut 
un = y(mh, nh), 
uPlr = 0 


la solution prend la forme 
= Vs 3p. il 
Un au D CAR pen ), 
k, 1 
où 


: 1 
LUE ..\ KA se MEN ? 
1+4r (sin 5 + sin" 5x) 


les coefficients cz, étant toujours définis par la formule (19). IciO = À < 1, 
et l’inégalité de l’énergie (20) a lieu quel que soit r = T/h°. 


4. Représentation de La solution d’un schéma aux différences pour le problème des cordes 
vibrantes. Prenons un schéma à trois niveaux Lu = f®%) approchant le problème re- 
latif aux vibrations d’une corde aux extrémités fixées: 


Us Us = O, OÆx<l, O<1I<T, 
u(O, r) = u(1, ?) = O0, O<1I<T, 

u(x, 0) = woix),  0Æx<l, 

u,(x, 0) = yi(x), 0 x<« |. 


Posons 
p+l— La p—1 
Un Un Un 4 ur = 0, 
Lun = uÿ = u2, = 0, 
un — YPotrnh), 


Un = Ps 
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où 
= u(mh, 0)-+Tu,(mh, 02 ut, 0) — path) + rpulmh)+ Te (x). 
Cherchons les solutions de l'équation aux différences qui vérifient les conditions uw? — 
= u%, = 0 sous la forme 
1x : Km 
u”, = ÀrV2 sin 7 (= 4) (21) 
sans imposer pour le moment les conditions initiales 49 = w,(mh) et ul = ÿ,. 


On obtient l'équation suivante pour À : 


3-22 L 


À = . KT 
pe eee. PER or 
: kr T 
2-2 2 (1-2 sine 5r)+ +1 =0, Ces 


2.5 RIT 
AK) = 1-2 SN + 


kz 
A(K) = 1-2r sin 5 


Il existe donc deux solutions de la forme cherchée (21) : 
A(k)p® et A2(k)yp#. 


Le problème étant linéaire, bre 
SR CAHCET HU) 


est solution pour a, et B,, k = 1, 2, ..., M—1, choisis arbitrairement. Pour p = 0 et 
p = 1, on a respectivement 


M-1 
= pomh) = 2 Cox + pp, 


dù = Gn = À eh (I. 


Ces relations définissent les valeurs de «, et B,. La somme «,+f, doit ètre le coefficient 
de Fourier du développement de y.(mA) suivant les fonctions {y(*}, i.e. 


kr 
a+» = D YA) (2 sin a). 


De même 


at  kam 
GAK)+ Brhe(k) = hi D Pr (3 sin Tr) 


L'écriture de la solution d’une équation aux différences sous forme de 
série finie de Fourier ne permet pas que de mettre en évidence les conditions 
imposées aux inégalités de l’énergie. Dans la suite de notre exposé nous 
nous servirons largement de telles représentations lors de l’étude qualita- 
tive de problèmes modèles, et cela dans des buts différents. 

Il faut dire que ces représentations ne sont d’un usage immédiat pour 
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le calcul de solutions que dans des cas rares. Le fait est que les méthodes 
numériques commodes doivent s’appliquer à une vaste classe de problèmes. 
Les schémas aux différences écrits ci-dessus se généralisent aisément au 
cas des coefficients variables et des domaines irréguliers, et nous pouvons 
espérer que des propriétés telles que l’inégalité de l’énergie se conservent. 
Or, une telle modification du problème rend impossible la représentation 
de sa solution sous forme de série de Fourier : 1l est généralement impossible 
d’écrire les fonctions propres de l’opérateur de passage d’un niveau à 
l’autre et de calculer les valeurs propres associées. 


Exercices 


1. Etant donné le problème plan de la chaleur dans un domaine carré de valeurs nulles 
sur la frontière. considérer pour lui le schéma aux différences 


uP+l— u? 
mn mn : P+1 ; P+1 
T of. 1, mn +1, HE ]+ 
— (1-0) Lu, + A ui], O<mh, nh< 1, 
Un [r = 0, Un æ ptnh, nh) 


(pour les notations voir le texte du paragraphe) et écrire la solution du problème sous forme 
de série de Fourier. Pour quelles valeurs du paramètre o, 0 & © < 1, on a l'inégalité de 
l'énergie (u?t!, uP+l) < (ur, u?) pour n'importe quel rapport des pas 7 = T/h° ? 

Pour quels o un u” # O quelconque vérifie l’inégalité stricte (uP+!, uP+1) < (u?, ur), 
le choix de r et A étant arbitraire ? 

2. Soient le problème différentiel 


u-u,. =0, 0<x<l, 0O<1<T, 
ulr = O0, u(x, 0) = y(x) 
ct le problème aux différences 
ut un 0 | 
T 
UPnlr = O0, un, = p{mh, nh). J 


Mettre leurs solutions sous forme de séric de Fourier et de série finie de Fourier respective- 
ment. En comparant ces séries pour r = !/., “émontrer sous l'hypothèse de w”’(x) bornce 
que la solution du problème aux différences converge vers celle du problème différentiel. 
Démontrer que pour r = !/, la convergence n’a en général pas lieu. 

3. Représenter par la série finie de Fourier la solution du problème de Dirichlet aux 
différences relatif à l'équation de Poisson dans le domaine carré 0 < x, y & 1 : 


tan + gtimn = EURE, nn), O0 < mh, nh < 1, 
avec la condition aux limites 
a) Unn\r — 0, 
nh sim = 0, 
| l+mh sin — M. 
b) Un = | 
mh Sin =0, 
link sim = M. 


INDICATION pour 3, b): nu, = mh+nh=Z.., Z,, vérifiant les conditions homogènes 
sur la frontière. 
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828. Principe du maximum 


Nous avons vu plus haut ($$21 et 24) comment on démontre la stabilité 
moyennant le principe du maximum. Dans les deux exemples intéressants 
qui suivent, cet artifice le permet une fois de plus. Nous allons considérer 
des schémas aux différences explicite et implicite approchant le problème 
aux limites pour l'équation de la chaleur : 


(x DE = gx, O<x<l, O<t<T, | 


u(x, 0) = yo(x), O<x<I, (1) 
u(O, r) = y1(9),, O<1«T, 
u(1, 1) = yat), 0O<1<«T. 
1. Schéma aux différences explicite. Soit le schéma aux différences expli- 
cite 
RE  mh, nr) fan Patte = p(mh, nr), 
m=1,2,...,M-—1;: n=0,1,...,[T/t]-1, 


T 


Lu = u®, = yo(mh), m=0,1,..., M, (2) 
ug = yi(nt), n = 1,2,...,[T/r]}, 
UM = Yant), n= 1,2,:::: [7%]: 


Ici M = 1/h est un entier. 

Le critère spectral de von Neumann réuni au principe des coefficients 
fixés conduit, nous l’avons constaté au $26, à une condition nécessaire de 
stabilité 

T I 
he 2 max ax, 1)” (3) 


Démontrons que dans cette condition la stabilité a effectivement lieu 
si les normes se définissent par les égalités 


Qu y, = max max u?,!. | 
If ER, = max (Mar pote , max ya(nt),, (4) 


max |Wo(nt),, MAX q(Xsm ln) } | 
n 


m, 1 
Etablissons la validité de l'inégalité {principe du maximum) 
max un), < Max ls yat), max :ÿa(,)., 
n 


max ‘uni T MAX FX» tn)|] (5) 


ni mnt 


A cette fin récrivons comme suit l’équation aux différences à la base du 
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schéma (2) : 
un = (1—2ra (x, 1,))un, + rex, 13) (um-1 + Um +1) + 
TE(Xm ln), M=1,...,M—1. (6) 


Dans la condition (3) l’expression 1—2ra°{(x,,, t,) est non négative et on 
écrit donc 


a U—2re (ts 1)] max [ul + ra (eme 1) (max lue] + 
FAR IHELINEE max | p(xmo t)| = max |uf|+ 
++ max |[g(xm, 4), m=1,2,...,M-—1 (D 
Vu que 


ut = pl+1}], uit = pel(r+ Dr}, (8) 


on en déduit le principe du maximum (5). 

Mettons la solution #%) du problème L,;u(#) = f4) sous forme de somme 
de deux termes : u( = n4)+ w(4), 21) et w() étant définis comme solutions 
des problèmes 


( 0 E(Xms fn), 
Vo m Ds 0, 
Lyvtn = po(x ) et Lyw() = (9) 
y1(r n); O, 
Ya(Tà) 0. 
En vertu de l’estimation (5) 


max|v7t1] < max [max EAUIE max |po(t)|, max LE 
m m 
max|v7,|< max Less lp.(#)!, max|y.(f)!, max om 1] 
m k k m 


max|v7, 1] < max [max [p1()1, max|y.(r)|, max (en) 
m k k m 


max |[2n| = max [ex LACAIF max L'AUIR max | Po Xm») ]: 


Toujours en vertu de (5)on a 
max|w, "| < max|w,,|+7max|g(x,, {)| < 
m m m,k 
< max|wr 1]+27r max|q(x,, f,)| < 
m m, k 


< max | wi |+ (a+ 1)r max [g(xm 4,)1 < Tmax [pm 11)1. 
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Les estimations de v“*1 et w#*1 entraînent 


max [ut] = max|vti+ wi]  max|v%ti|+max|wt#i| < 
m m m m 


« max ex [pa(rx)|, D pa(sx)|, sr |poCxm)] + 


HUE 1P(Xms tn)l < CI fP Ir, (10) 
où | 
c=2max(l,T). (11) 
L’inégalité est juste pour tous les nr. Donc 
ju lu, < cf, (12) 


et on a la stabilité. 


2. Schéma aux différences implicite. Voyons maintenant le schéma impli- 
cite 


= — GX tx) SRE 7 Fm Fa 

Lu = À Un = Yo(xm), ” 
u5 = Yi(fn), 
UM = VAI). 


Connaissant uw}, m = 0, 1, ..., M, on calcule les valeurs w+1, m = 0, 
1, ..., M, en résolvant le problème 


untr1i 
T 


ut — Anti unti u”, 
— EX ee —= + P(xms 19 À 


UT = Pi(ln+1), UM = Yo(lnsa). 


Après avoir multiplié les deux membres de l’équation aux différences par 
—7 ce dernier s'écrit : 


(14) 


An Um 1 + Dm Um + Cm Ùm +1 = &m M = l, 2, ..) M— 1, 


To = %X, Um = B, 


l (15) 
avec 
Om = Um > Am = AUXm ln)» 
bn = —20{Xms tn —1, Cm = AUXm tn}, 
Em = Un TP(Xms ln) À = Pilnyr) BP = Yo(as1). 
Les coefficients a, b,, c" satisfont aux conditions 


Am >0, Cm>0, [by > Am+Cm+Ô (Ô > 0). 
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C’est pourquoi (voir $$4, 5), le problème admet une solution unique 
(Do Ci... Puy) = (gti, tt, uñf1) 


qui s’obtient par balayage. 

Il nous reste à démontrer l'inégalité (12). A cette fin on montre qu'il y a 
(5) (principe du maximum) d’où les estimations (10) et (12) se déduisent 
tout comme dans le cas du schéma explicite (2). 

De toutes les valeurs 24;*1 de module égal à max |##*l] prenons celle 


dont l'indice m prend la valeur minimale m = m°.Sim* = O0 oum* = M, 
l'inégalité (5) est évidente conformément à (8). Soient m° = O et m° = M. 
Ecrivons l'équation (14) correspondant à cette valeur m = m°: 

TU Xe LE — (1 +2 xs LUE + 


m°® 
a Ne 
+LTTUX es tjs — — me — TX ue {,). 


Supposons, pour fixer les idées, que il = 0. Le premier membre de cette 
égalité est alors évalué par 


FU Xe ea (1 +2 Res DURE Xe DURE = 
— F (Xe: [) (CE et A 7) + (urt2 à Æ une)] dr: une e— dt 
Donc 
= er > — Une — TYUX pes La) 
max [ut] = ut lue TX L,)| < 


Li 


< max|u,|+7tmax)|g(x,,, 1,)|. 

3. Comparaison des schémas aux différences explicite et implicite. Ainsi, 

nous avons démontré l’inégalité (5) qui signifie le principe du maximum et, 

simultanément, la stabilité du schéma aux différences implicite (14) dans les 
normes (4). 

Soulignons la différence essentielle entre le schéma explicite (2) et celui 

implicite (14). Le premier est stable à condition d'imposer la contrainte au pas 


«= | 2 
2 max ax, !) 


qui devient très sévère si le coefficient ax, t) prend de grandes valeurs dans 
un voisinage, füt-il restreint, d’un seul point, tandis que le second reste stable 
pour n'importe quel rapport des pas h et +. 

On dit des schémas aux différences qui restent, comme le schéma impli- 
cite (14), stables pour un rapport quelconque des pas du réseau qu’ils sont 
absolument (ou inconditionnellement) stables. Ce n’est pas le cas du schéma 
explicite (2). 


CHAPITRE 9 


LES SCHÉMAS AUX DIFFÉRENCES ET LE CALCUL 
DES SOLUTIONS GÉNÉRALISÉES 


. 829. Solution généralisée 


Dans tous les exemples ci-dessus, nous avons supposé l'existence de 
solutions suffisamment régulières des problèmes aux limites différentiels, 
et la construction de schémas aux différences se faisait en remplaçant de 
façon approchée les dérivées de l'équation différentielle par des rapports 
aux différences. De nombreux processus physiques importants sont cepen- 
dant régis par des fonctions autres que les fonctions dérivables. Ainsi, 
les expériences physiques montrent que la répartition de pression, de densité 
et de température dans l’écoulement supersonique d’un gaz non visqueux 
est décrite par des fonctions présentant des sauts (des ondes de choc). Les 
sauts peuvent se produire avec le temps pour des données initiales régulières. 

Les problèmes aux limites différentiels correspondants ne possédant 
pas de solutions régulières, il faut élargir la notion de solution et introduire 
d’une façon naturelle des solutions généralisées qui peuvent être disconti- 
nues. Décrivons deux procédés principaux dont on se sert en l’occurrence. 

Le premier consiste à écrire les lois physiques de conservation (de la 
masse, de l’impulsion, de l'énergie, etc.) sous forme intégrale au lieu de la 
forme différentielle. Les lois ont alors un sens pour des fonctions disconti- 
nues qui se prêtent à une intégration mais qu'il est impossible de dériver. 

Dans le second procédé on introduit artificiellement dans les équations 
différentielles des termes tels que celles-ci aient des solutions régulières. 
S'agissant des problèmes relatifs à la mécanique des fluides, ces termes ont 
le sens d’une petite viscosité lissant les discontinuités de l’écoulement. 
On fait ensuite tendre vers zéro les coefficients des termes « de viscosité » 
et on prend la limite de la solution pour solution généralisée du problème 
originel. 

Nous éclaircirons la notion de solution généralisée et les procédés de 
son calcul à l’aide du problème de Cauchy suivant : 


Ou Ou | 
tu = 0, O<1<T,—-m<x<, a) 


u(x, 0) = y(x), —o<X<, 
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le plus simple modèle de problèmes de la mécanique des fluides, qui possè- 
dent des solutions discontinues pour des données initiales régulières. 


1. Apparition des discontinuités. Supposons d’abord que le problème (1) 
admet une solution u(x, #) régulière et introduisons des lignes x = x(1) 
définies par l’équation 


2 = U(X, ?). (2) 


Ces lignes s’appellent caractéristiques de l’équation u,-+uu, = 0. Le long 
de chaque caractéristique x = x(7) la solution u(x, f) peut être assimilée à 
une fonction dépendant de # seul : 


u(x, 2) = u[x(?), 1] = u(r). 
Alors 
du du Ou dx Ou Cu 
2 dde dd da 0 


La solution est donc constante le long de la caractéristique : u(x, f) = const. 
Mais en vertu de l’équation (2), 1l résulte de = const que la caractéristique 
est une droite x = uf+ x. Ici xo est l’abscisse du point (xo, 0), origine de la 
caractéristique, et u = y(xo) le coefficient angulaire. Il suffit donc de définir 
la fonction de départ u(x, 0) = y(x) pour avoir une représentation sensible 
des caractéristiques et des valeurs de la solution u(x, f) en chaque point du 
demi-plan f = 0 (fig. 28). 

Notons que sous l’hypothèse de u(x, #) régulière les caractéristiques ne 
peuvent pas se couper, parce que, dans le cas contraire, chacune d'elles 


Fig. 28 Fig. 29 


apporterait au point d’intersection sa valeur de la solution à elle et la solu- 
tion ne serait donc pas une fonction univoque. Pour y(x) croissant de façon 
monotone, l’angle x croit avec xo et les caractéristiques ne se rencontrent 
pas (fig. 29). Mais si la fonction y(x) décroît, les caractéristiques convergent 
et se coupent donc inévitablement que la fonction y(x) soit régulière ou non. 
Le problème (1) n’admet pas de solution régulière dès l’instant ? = r lorsque 
au moins deux caractéristiques se coupent (fig. 30). 
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Fig. 31 


Les graphes de la fonction u = u(x, t) pour ? = 0, 1}, f et f sont repré- 
sentés sur la figure 31. 


2. Définition d’une solution généralisée. Rappelons la formule de Green 
qui nous permettra de définir la solution généralisée du problème (1). Soit 
D un domaine de frontière J” dans le plan Oxf et soient D(x, r#) et Dax, r) 
deux fonctions possédant dans D des dérivées partielles continues jusqu’à sur 
T[”. On a alors la formule de Green : 


[[ (Si + SE) dx de = ÉDidx D. dr. (3) 
D ’ 


Pi 


d ] La formule de Green 


(3) signifie que l'intégrale de la divergence du champ vectoriel D étendue 
au domaine D est égale au flux du vecteur ® à travers la frontière Z' de ce 
domaine. 

Ecrivons l’équation différentielle du problème (1) sous la forme d’une 
divergence : 


F4 De est la divergence du vecteur ® — 


d+2 (fc Û 


et intégrons les deux membres de (4) sur un domaine D quelconque du 
demi-plan t > O, il vient 


O0 = il ta (S)l dx dr = $u dx" dt. 
16— 20013 | | 
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Ainsi, chaque solution dérivable de (4) vérifie la relation intégrale 


$u dx -+ dt = 0, (5) 
Tr 
T' étant un contour du demi-plan # = 0. L'égalité (5) exprime une loi de 


u 


conservation : le flux du vecteur 2/2 


] à travers tout contour fermé est 


nul. 

Montrons que, inversement, si une fonction régulière satisfait pour tout 
contour J” à la loi intégrale de conservation (5), en chaque point (xo, fo), 
to = 0, on a l’égalité (4). Raisonnons par l’absurde et supposons, pour 
fixer les idées, qu’en un point (xo, fo) on a 


Ou 0 ju 
arte (2) 
Vu la continuité, il existe alors un cercle D de circonférence J' et de centre 


le point (xo, fo) tellement petit qu’en tout son point u,+ 5). = 0. On ob- 


0= $u dx -+ di = ff ++ (Sad > (. 
T D 


La contradiction 0 = 0 montre que (5) entraîne (4) pour u(x, ?) régulier 
de sorte que les deux égalités sont équivalentes. Si, par contre, u(x, r) est 
discontinu, l’équation différentielle (1) ou (4) n’a plus de sens sur la ligne 
de discontinuité mais la condition intégrale (5) a toujours un sens. Aussi 
appellerons-nous solution généralisée de l’équation (4) toute fonction dériva- 
ble par morceaux qui vérifie, quel que soit le contour Z” choisi dans le demi- 
plan ? => 0, la condition (5). 


3. Condition sur la ligne de discontinuite de la solution. Supposons qu’on 
cherche la solution dans un domaine contenant une ligne x = x(r) sur 
laquelle la solution généralisée u(x, f) subit une discontinuité de première 

espèce. En s’approchant de cette ligne à gauche 
/ et à droite on obtient respectivement 


2 u(x, 14 ) — Ugauche(X, !), 
U(X, 1) = Ugroite(X; ?). 

Il se trouve que les valeurs wauche(X, f), 
Udroite(X, f) et la vitesse x = dx/dt du point 
de discontinuité ne peuvent être quelconques : 
il y a entre elles une certaine relation. 

Soit L la ligne de discontinuité (fig. 32). 
L'intégrale u dx — = dt sur le contour 
Fig. 32 ABCDA 


> (0. 
T£, 
TA 


tient 


4 LÆ 
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ABCDA ou sur tout autre contour s’annule. Les segments BC et DA se 


réduisent alors aux points E et F respectivement et les intégrales correspon- 
dantes s’annulent. On a 


[éwd-[#| dt=0 
J 
ou 


ICÉAGILE 


Où [Z] = Zaroite —Zgauche St le saut de la quantité z sur la ligne de disconti- 
nuité et L’ un tronçon arbitraire de celle-ci: L’ = EF. 

Le caractère arbitraire de L' fait qu’en tout point de L la fonction à in- 
tégrer s’annule : 


ué-[é]= 0 


D'où 
_ [5 u° “|: [ u] = Lite ee _ Usauche + Uäroite 
Z{Uaroite — Uganche) 2 ; 


de sorte que la ligne de discontinuité vérifie la condition 


Se _ “ensehe + Mare | (6) 
.. En mettant l'équation u,+uu, = 0 sous la forme d’une autre divergence, 
à savoir 
a ()+8 (5) = 0 U 
nous aurions abouti de façon analogue à une autre relation intégrale 
$ À dx *-dt = 0 (8) 
r 


et à une autre condition sur la ligne de discontinuité 


ch D ARE 1 U anche droite + Uroite (9) 
dt 3 Ugauche + Uäroite R 


La pente (9) de la ligne de discontinuité (ou la vitesse x de l’onde de 
choc) ne coïncide pas avec la pente (6) correspondant à la forme (4). On voit 
donc que la notion de solution généralisée dépend de la loi intégrale de 
conservation traduite par l’équation différentielle donnée (1). Dans les 
problèmes de physique mathématique les lois intégrales de conservation 
ont un sens physique précis. 


16° 
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Pour les fonctions u régulières les cinq écritures 


Ou 


Ou 
Ro 


EN ER 


$u dx" dt = O0, 


Tr 


u” 
$= 
r 
sont équivalentes. 

Lorsque nous aborderons le problème de Cauchy (1), nous supposerons 
remplies la loi intégrale de conservation (5) et la condition (6) sur la ligne 
de discontinuité qui en découle. 

4. Suppression d’une discontinuité. Etant donné les données initiales 
discontinues 


dx" dt = 0 


Le 2 pour x=<0, 
_|1 pour x =>0, 


la solution correspondante est visualisée sur la figure 33. 


£ 
u=2 


Fig. 33 


La pente de la ligne de discontinuité # = —— = _ est la moyenne 


arithmétique des pentes des caractéristiques de part et d’autre de la ligne. 
Donnons-nous maintenant une autre discontinuité avec les conditions 
initiales : 
1 pour x —< 0, 
u = 
2 pour x>0C. 


La figure 34 montre deux méthodes de construction de la solution, dont 
l’une donne une solution continue et l’autre une solution discontinue pour 
1 > 0. Notre choix doit porter sur la solution continue et cela pour la raison 
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£ ri =} 


2 u=2 


Fig. 34 


suivante. En modifiant quelque peu les données initiales à force de les définir 
par la formule 
1 pour x<«0, 


u = 2 pour x>Ee, 
1+x/e pour O<x<e, 


on obtiendra une solution u définie de façon unique. Cette solution repré- 
sentée sur la figure 35 devient, pour € tendant vers zéro, la solution continue 


Fig. 35 


de la figure 34, a. Le rejet de la solution de la figure 34, b à cause de son 
instabilité par rapport aux perturbations des données initiales est analogue 
au refus d’utiliser les ondes de choc de raréfaction dans la description mathé- 
matique de l’écoulement d’un gaz parfait. 


S. Autre définition d’une solution généralisée. Pour définir ce qu'est la 
solution généralisée du problème (1) on peut considérer le problème auxiliaire 
Ou . Où _.  Œu | 
TM Sx HSE? 
u(x, 0) = yp(x). 


L’équation différentielle y figurant est du type parabolique. Ses solutions 
restent régulières s1 y(x) est une fonction régulière. Dans le cas où u(x, 0) = 
=y(x) est discontinu, la discontinuité est lissée. Le paramètre u = 0 joue le 
rôle de viscosité de la mécanique des fluides. Lorsque u — 0. la solution de 


(10) 
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(10) tend vers une limite qu’on peut prendre pour solution généralisée du 
problème (1). On montre que s’agissant du problème (1) la dernière définition 
de la solution généralisée équivaut à celle utilisant la loi de conservation 


(S). 


830. Construction de schémas aux différences 


Proposons-nous maintenant de construire des schémas aux différences 
pour le problème 


A, +u — 9 
u(x, 0) = y(x). 


Supposons, pour fixer les idées, y(x) = 0. Alors u(x, f) = 0. Il est naturel 
d’aborder en premier lieu le schéma aux différences 


(1) 


HUE + up EL Q, p=0,1,..., 
m= 0; Eli (2) 
ug, = P(Xm) 


En fixant le coefficient u?, au point m = mo, on constate que l’équation à 
coefficients constants qui apparaît vérifie lors du passage au niveau # = 
= (p+1}r le principe du maximum si le pas 7 = r, est choisi à partir de la 
condition 
D Ty 1 
BAT h max |[u?| ° 

On peut donc s’attendre à la stabilité. Si la solution du problème (1) est 
régulière, celui-ci est évidemment approché par le problème (2). En effet, 
le calcul expérimental des solutions régulières données à priori confirme 
la convergence. 

Mais dans le cas où le problème (1) admet une solution discontinue, on 
n’a aucun sens raisonnable à s’attendre à la convergence vers une solution 
généralisée donnée par exemple par la loi intégrale de conservation 


$ udk-+ dt = 0. (3) 


r 


Car le schéma aux différences utilisé (2) ne comporte pas d’information 
sur la loi de conservation à la base de la définition de la solution généralisée. 
Or, cette loi peut être (8) du $ 29, (3) ou une certaine autre. 

En formant le schéma aux différences on utilisera donc soit une loi inté- 
grale de conservation correspondant à la solution généralisée cherchée, disons 
la loi (3), soit l'équation avec viscosité artificielle (10) du $29 : 


Ur UUx = Ulxx (4) 


qui sélectionne pour u — Ù la solution généralisée qui nous intéresse. 
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1. Schéma avec viscosité artificielle. Commençons par dire que le schéma 
aux différences comportant une petite viscosité introduite artificiellement 
un u?, Un Uhr Un Um Us) 

ne ee ph pe 

Un = P(Xm) 
admet une solution u(*) = {u?} qui converge uniformément pour h — O et 
un 7 = T(h, y) suffisamment faible vers la solution généralisée cherchée du 
problème (1) en dehors des voisinages aussi petits qu’on le veut des lignes 
de discontinuité de celle-ci. Ceci étant, u = u(h) doit tendre vers zéro de 
façon suffisamment lente pour h — 0. Les calculs en mécanique des fluides 
utilisent avec profit divers schémas aux différences avec viscosité artificielle. 
L’inconvénient de ces derniers est l’étalement des discontinuités. 

Arrêtons-nous plus en détail sur des schémas aux différences construits 
à l’aide de la loi intégrale de conservation (3). 

Deux approches sont possibles. Dans l’une, on se sert, en plus de la loi 
(3), de la condition qu'elle entraîne 

dx Ugauche  Uaroite 


AS nr (5) 


et qui est remplie sur la ligne de discontinuité. Dans l’autre, les discontinuités 
ne sont pas mises en évidence et les formules de calcul sont les mêmes pour 
tous les points. 


2. Méthode des caractéristiques. L'idée consistant à isoler la disconti- 
nuité dans le calcul de la solution généralisée est le mieux réalisée par la 
méthode des caractéristiques, une variante de la méthode des différences 
finies. L'évolution des discontinuités se faisant jour lors des calculs, 1.e. 
avec l’augmentation de #, se calcule par des formules spéciales utilisant le 
rapport (5). En dehors des discontinuités, toutes les données ci-dessus de 
l'équation différentielle sont équivalentes. Aussi, en construisant les formu- 
les de calcul aux points des domaines de régularité, part-on de la loi de 
conservation écrite sous forme différentielle, i.e. de l’équation différentielle 


Voici le schéma d'une version de la méthode des caractéristiques relative 
à notre cas. Fixons sur l’axe Ox les points x, = mh et supposons, pour pré- 
ciser les idées, que la condition initiale u(x, 0) = y(x) est donnée par une 
fonction (x) régulière. Faisons partir de chaque point (x,,, 0) une caracté- 
ristique de l'équation u,+uu, = 0. 

Admettons, pour ne pas alourdir l'exposé, que, y(x) étant donné, on 
peut choisir un 7 tellement petit que sur tout segment temporel de longueur 
T chaque caractéristique coupe au plus une caractéristique voisine. 

Prenons de tels 7 et traçons les droites # = #, = pr. Considérons les 
points en lesquels les caractéristiques issues des (x,,, 0) coupent la droite 
{ = t et transportons-y suivant les caractéristiques les valeurs u(x,,, 0) = 
— y(x,) de la solution. 
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Si sur le segment 0 & f = 7 toutes les caractéristiques sont disjointes 
deux à deux, faisons le pas suivant : prolongeons les caractéristiques jusqu’à 
ce qu’elles coupent la droite ? = 2r et transportons suivant elles aux points 

d’intersection les valeurs de la solution. 

#=4 Si les caractéristiques ne se coupent pas 
PÈ durant la période r < 1 < 2x, faisons 

le pas suivant, et ainsi de suite jusqu’à 

ce qu’un segment f, < 1 < {,41 Soit le 

Z=lpsy lieu de rencontre de deux caractéristi- 
ques, par exemple de celles qui par- 

tent des points (x, 0) et (xh+1, 0) (fig. 

tsty 36). Le milieu du segment Q2+102+! 


22 g? est alors pris pour origine de la discon- 
M Eprs tinuité. Remplaçons Q%*!, OP*1 par 
Fig. 36 un seul point Q en lui attribuant delà 


valeurs de la solution uaucne = 4(Q2) 
et Uaroïe = (Q%+1). Du point O menons la ligne de discontinuité PE 
son intersection avec la droite f = 1,2. Le coefficient angulaire de la dis- 
continuité est défini par la condition sur la ligne de discontinuité 


te &æ = engcbe * Mérotte | 

Du point de rencontre de la discontinuité et de la droite ? = t,,2 menons 
les caractéristiques en arrière jusqu’à ce qu’elles coupent la droite # = t,,1 
tout en conservant les coefficients angulaires wyauche €t Ugroite du niveau précé- 
dent. Par interpolation sur x trouvons aux points d'intersection de ces 
caractéristiques avec la droite ? = #,,1 les valeurs de u et prenons-les pour 
la valeur à gauche et celle à droite de la solution au point de discontinuité 
de la droite #,,2. Cela permet de définir une nouvelle pente de la ligne de 
discontinuité comme la moyenne arithmétique des valeurs à gauche et à 
droite trouvées et de prolonger la discontinuité d’un pas en temps +. 

Le côté fort de la méthode des caractéristiques est qu’elle permet de 
suivre de près les discontinuités et de les calculer avec soin. En cours de 
calcul on voit pourtant surgir des discontinuités toujours nouvelles (en 
particulier, des discontinuités peu importantes peuvent se couper) si bien 
que la situation se complique avec le temps. La logique du calcul perd de sa 
simplicité tandis qu’augmentent l’encombrement de mémoire et le coût en 
temps machine. 

C’est là l’inconvénient de la méthode des caractéristiques dans laquelle 
on isole les discontinuités et on les calcule de façon non standard. 


3. Schémas aux différences conservatifs. Les schémas aux différences 
n’utilisant pas la viscosité artificielle ni les conditions sur la ligne de discon- 
tinuité s’appuient, nous l’avons constaté, sur des lois intégrales de conser- 
vation. 

Construisons dans le plan Oxf le réseau des droites ? = pt, x = (m+1/2)}h, 
P=0,1,...; m=0, +1, ..., fixons les milieux des côtés des rectangles 
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ainsi formés (fig. 37) et rapportons-les au réseau D, (les axes de coordonnées 
sont absents sur la figure). 

La fonction cherchée [u], sera assimilée à une fonction définie aux points 
de D, en prenant la moyenne de la solution u(x, r) sur le côté du rectangle 
élémentaire contenant le point considéré : 


Xm+fs 
= | 
Bhhs= 8 = [ut s)dx, 
P Sh 
l Tpet 
[u}, xmXnut), = ÉÉREE = Î U(Xm4+1/ss t) dt. 
elp+is tp 
(M, p +1) 
(r-fp4) Ent p +5) 
(MP) 
Fig. 37 


La solution approchée ui) du problème est définie sur le même réseau 
D,. Désignons par u? les valeurs de u{*) aux points (x, #,) sur les côtés 
horizontaux des rectangles et par U%}1;, celles aux points (xs f+17,) des 
côtés verticaux. 

La quantité u} peut être supposée prolongée sur tout le côté # = #,, 


Xm <= X < Xm+1 du rectangle dont fait partie le point (x, f,). On admet 
de même que CAE est défini sur tout le segment vertical 


X = Vm + 1/29 Le < Î < lh+1. 
u(4) est donc défini sur les droites x = mh, t — pr. La relation entre uw? et 


UF, p =0,1,...3; m=0, +1, ..., s'établit à partir de la loi intégrale 


de conservation 
Ÿ u dx dt = 0. 


r 
Soit J' un rectangle élémentaire du réseau. Posons 


— $ ur dx de = 0 (6) 
Tr 


ou en détaillant 


hurti-ur]+UREE) —(UR25)] = 0. (D) 
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Connaissant la règle de calcul des quantités CAPES m=0, 1, ::.: 
d’après les quantités connues u?, m = 0, +1, ..., la formule (7) permet de 
trouver u?+1, m = 0, +1, ..., 1.e. d'avancer d’un pas temporel. Quel que 
soit le procédé choisi en vue d’obtenir LS un schéma aux différences de 
la forme (7) traduit cependant des lois de conservation. Voyons en quoi con- 
siste cette propriété. Menons dans le demi-plan f > 0 un contour fermé 
sans point double formé de côtés de rec- 
tangles d’un réseau (fig. 38). Ce contour 
ga limite un domaine G;, réseau à mailles 
rectangulaires. 

Sommons terme à terme toutes les 
équations (7) relatives aux rectangles 


Fig. 38 Fig. 39 


Les équations (7) et (6) ne différant que par leur écriture, on peut estimer 
que nous sommons les équations (6). 11 vient 


— Suit dx EX dr = 0. (8) 
£8a 


Les intégrales sur les côtés des rectangles intérieurs au contour g, du 
domaine G, mais figurant dans (6) se détruisent mutuellement après som- 
mation des équations (6). 

En effet, chacun de ces côtés appartient à deux rectangles voisins si bien 
que la fonction #(*) est intégrée sur eux deux fois et dans le sens contraire 
(fig. 39). 

On appelle conservatifs des schémas aux différences tels qu’en les som- 
mant sur les points du réseau G, ne subsistent que les sommes algébriques 
des valeurs des inconnues ou des fonctions de ces inconnues le long de la 
frontière. Ces schémas sont analogues à des équations différentielles sous 
la forme d’une divergence e 

. ’] 2 
div® = a T ox — 
telles que leur intégration terme à terme sur un domaine bidimensionnel D 
fait apparaître dans le premier membre l'intégrale de contour (3) du $29. 
Le schéma aux différences (2) est non conservatif et le schéma (7) est con- 
servatif. 

Faisons une remarque. Supposons que la fonction u(*) vérifiant (7) con- 
verge uniformément pour À — 0 vers une fonction continue par morceaux 
u(x, ?) dans tout domaine fermé ne contenant pas de lignes de discontinuité, 
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et soit u() bornée uniformément en h. Alors u(x, f) satisfait à la loi intégrale 
de conservation 


$u dx dr = 0, 
£g 


avec g un contour régulier par morceaux arbitraire. 

Cela découle directement de la possibilité d'approcher g par le contour 
gr de l'égalité (8) et de la convergence supposée(*) u4) — 1. 

Pour que le schéma (7) ait un sens, il faut indiquer le procédé de calcul 


de U?*"* en fonction de u#,1. Le schéma de Godounov qui nous aide à 
illustrer la notion de schéma conservatif utilise à cet effet la solution du 
problème suivant sur la «suppression de la discontinuité ». Supposons 
qu’à l’instant initial la solution u(x, 0) est donnée par les conditions 


do = [uen ur «20 
e 9 — 
Udroite  POUT XX = 0, 


OÙ Ugauche — CONSt, Ugroie = CONSt. Il existe alors une solution généralisée 
correspondante que nous avons recherchée au 829 dans les exemples 
Ugauche = 1; Ugroite = 2 Et Ugauche = 2, Udroite —= 1. I] nous faut connaître la 
valeur U = u(0, r) de la solution u(x, f) pour x = 0. 

A force de construire des figures du type 33, 34 représentant u(x, ft), 
le lecteur vérifiera sans peine que sur la droite x = 0 la solution prend les 
valeurs uyauche» Udroite OU 0 selon les données initiales et établira la valeur 
pour tout couple de nombres usauche €t Ugroite: LOTSQUE Ugauche > 0, Uaroite > 0, 
on aura par exemple u(0, f) = Ugauche, €t la réponse sera u(0, f) = uaroite 
POUT Ugauche = O, Uaroite < (. 

La quantité U*+1;(= U) du schéma (7) sera définie moyennant le pro- 
blème de la suppression de la discontinuité apparaissant sur la frontière 
X = Xm4, de n’importe quels deux secteurs où sont données les valeurs 
constantes uF(= Ugauehe) et uh41(= Uäroite)- 

Si par exemple u#, > 0, m = 0, +1, ..., alors 


p+/: P 
Un+ifs — Ugauche = Ums M — 0, +1, .. 


et le schéma (7) prend la forme 


urtli ur 1 f(u2) (CES DS 
a ee ele 


Xm +! /s 


u} = _ Î y(x) dx 


(*)La fonction u = u(x, 1) est définie presque partout et la fonction u%? = ut%(x, 1) 
seulement sur un réseau de droites. On vient à bout de cette discordance formelle en suppo- 
sant qu'avec la diminution de h chaque nouveau réseau est une partie de l’ancien et en 
parlant de la convergence aux points du réseau construit pour tout h fixe admissible. 
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ou 
un! —ur + (a) Un Uni 0 
T 2 h 
On voit aisément que pour 
T | 
Fr = — =" 
h max |u? | 
joue le principe du maximum 
max|uPt1| < max|u?| =... < max|w4,| < max|y(x)|. 
m m m X 


I 
Il en résulte que pour t = ro h on peut espérer que le schéma 


obtenu est stable pour un certain choix raisonnable des normes. Nous nous 
abstiendrons d’indiquer celles-ci : les calculs expérimentaux confirment 
que, le réseau se resserrant, la solution #{# du problème (7) avec les données 
initiales y(x) régulières par morceaux et monotones par morceaux converge 
vers une fonction u(x. f) présentant des discontinuités en nombre fini et 
que la convergence est uniforme à l’extérieur de tout voisinage des discon- 
tinuités. 

Le schéma (7) où UV}? se calcule moyennant la suppression de la dis- 
continuité n’est évidemment pas l’unique schéma conservatif pour le pro- 
blème (1). En voici un autre, très simple, dont le principe est la prédiction- 
correction, technique exposée au n° 3 du $22. Pour ne pas alourdir nos rai- 
sonnements, bornons-nous au cas w(x) = 0. 

Cherchons d’abord les quantités auxiliaires & par le schéma implicite 
non conservatif 


P+1/s =P+\/s _ <p+hs 


pete 
T/2 h 


En substituant à la valeur du coefficient de w, de l'équation u,+uu, = 0 la 

quantité u?, et non pas ä2+"/: nous avons voulu obtenir un schéma linéaire 

en des quantités à calculer. 
Posons ensuite 


+1/e l /- +Us , -p+lle 
mt = 7 (a +ümsi } (9) 


et utilisons le schéma (7), (9). 

Le schéma conservatif obtenu est d’ordre d’approximation deux pour 
la solution régulière. 

Une étude heuristique avec recours au critère spectral de von Neumann, 
à la linéarisation et à la fixation des coefficients révèle la stabilité pour 
r = t/h arbitraire. 

Par linéarisation et fixation des coefficients, nous aboutissons à un 


$ 30) CONSTRUCTION DE SCHÉMAS AUX DIFFÉRENCES 253 


schéma de la forme 


ARLES AP AR 2 
NN GLS 


nt" un | a ESS . mer] _0 
T h 2 2 MS 
En résolvant avec les données initiales 
u?, = em 
nous obtenons 


- [| 
up+ Îe == ue”, 


où 
… 1 
me r ro 
+45-are 
Ensuite, 
up+1 = Àem, 
où 


4 ) né. 


: 2+ar-—aretta 
A(œ) = Dao? |A(œ)| = 1. 


QUATRIÈME PARTIE 
PROBLÈMES À DEUX VARIABLES D'’ESPACE 


CHAPITRE 10 


NOTION DE SCHÉMAS DE DÉCOMPOSITION 
AUX DIFFÉRENCES 


Les schémas de décomposition aux différences sont un outil important 
du calcul de solutions des problèmes instationnaires pluridimensionnels de 
physique mathématique. 


831. Construction de schémas de décomposition 


Au niveau descriptif l’idée à la base de la construction de schémas de 
décomposition est la suivante. 
Soit un problème différentiel de la forme 


Ou 
Sr = Au, O<1<T, | (1) 


u|:=0 donné, 
avec À un opérateur sur les variables d’espace, par exemple : 


__ Œu ©u 
URSS TS 


Les valeurs u(x, y, f,,1) s'expriment en fonction des valeurs connues 
U(X, }, D), l) = PT, par la formule 
U(X, ÿ, P+T) = U(X, }, 1) +T L+0() = 

= U(x, y, 1,)+TAU(X, y, 1)+ O(T°) = (E+TA)u(x, y, 1)+ O(r), 

où E est l’opérateur unité, Ev = 

Admettons que le second membre de l’équation (1) est de la forme 

Au = Aju+ Aou. 

Décomposons alors l’équation (1) 


Ou 
 — Aju + Aou 
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en deux équations suivantes : 


Ov 


(2) 
v(x, }; 1) = U(X, }, tp), 
 — AW, thaœat<«&lhrr | (3) 
W(x, y, 1) = U(x, y, lp+1). 
Notons que 
WX, ÿ, lp+1) = U(X, }, 1p+1) + O(T). (4) 
En effet, 


VX, Y, +1) = (E+TA1) (x, }, f)+ Or?) = (E +7 A1) u(x, y, 1)+ O(r°). 
Compte tenu de la dernière égalité, 


W(x, }, 1941) = (E+7TA2) W(x, y, 1,)+ O(r*) = (E +742) D(x, y, B+1)+ 
+ O(r?) = (E+74:)(E+TAï) (x, y, 1)+ Or?) = 
_ [E+7(41+ A2)] u(x, y; 1p)+T?A1Aou(x, y; B)+ 
+O(r?) = (E+TA}u(x, y, 1,)+ O(r?) = u(x, ÿ, ua) + O(T). 
En vertu de l'égalité (4) nous avons le droit de résoudre successivement 
dans chaque intervalle temporel #, < 1 <1t,,,1 les problèmes (2) et (3) au 
lieu de (1). | 
La résolution réelle de (2) et (3) exige qu’on les approche formellement 
par des équations aux différences. Il apparaît alors un schéma de décompo- 
sition aux différences L,;u(#) — f() permettant de calculer u?+! en deux 
étapes d’après w? connu (on calcule en première étape v?*1 en fonction de 
vP — ur donné, et en seconde étape on recherche uP+! = wP+1 à partir de 
wr — vrtl obtenu à l'étape précédente). 
Il s’agit là de raisonnements heuristiques. Après avoir construit le sché- 
ma de décomposition 
Liu) = 0) (5) 


servant à résoudre le problème (1), 1l faut vérifier d’une façon ou d’une 
autre son approximation et sa stabilité. 

Dans le cas du problème de Cauchy pour l’équation de la chaleur à 
deux dimensions 


Ou Ou O°u 
D= etes O<I<T, -æ<x, y<e, | 


(6) 
u(x, y, 0) = y(x, y) 
on peut prendre pour système (2), (3) 
dv dv 
_ = = » VX, Y, 1) = U(X, ÿ, 2), 
Ow _ Ow (1) 


F7 EU y , Ww(x, y; lp) = U(X, }', lp41). 
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Cette décomposition de l’équation bidimensionnelle du problème (6) 
en deux équations unidimensionnelles (7) peut s’interpréter comme une 
substitution approchée de deux processus au processus de propagation de 
la chaleur dans le plan Oxy durant f, = 1 & 1,,1. On introduit par la pensée 
dans le premier processus partiel décrit par la première équation (7) des 
parois calorifuges interdisant la propagation de la chaleur dans la direction 
de l’axe Oy. Au bout d’une période 7 ces parois sont remplacées par d’autres 
empêchant la chaleur de se propager dans la direction de l’axe Ox. La pro- 
pagation de la chaleur est alors décrite, durant un autre intervalle 7, par la 
seconde équation. 

Choisissons le réseau (x, Yu {)) = (mh, nh, pt). 

Compte tenu de (7), la construction du schéma de décomposition aux 
différences se fait de différentes manières. Indiquons-en deux : 


Un — Un 


= — 74 A7 LA 
Hs bee = À,yümms (8) 
Un — Y(Xm Yn) 
et 
—u? 
ee — _— Axxümn 
Una. Ümn _ AUS (9) 


T 


Un = Y(Xm» Yn). 
Posons pour les deux schémas 


F. _ +1 — +1 — +1 
Un = Drx — WEn ur — Won ° 


+1 
Un 
ee Üran 
cn Lynn 
Ur, net 
D Un #/ 1 
Un 
P 
Ln-1,r 
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Rappelons les désignations suivantes : 


Un+],n — nn + Un]. n 


Lu ne Co 0 
À...u _ Un, n +17 mn + Um, n=1 
y" mn PE 


Le schéma (8) est représenté à la figure 40, le schéma (9) à la figure 41. 
La décomposition du problème (6) n’est pas unique elle non plus. Ce- 


lui-ci peut s’écrire comme suit : 
1 {Œu , u 
(+) | (6) 


ou E ( 5) 
or — 2 \6x * 9y 
u(x, y, 0) = y(x, y) 
et on peut lui faire correspondre sur le segment #, < 1 < 1,,1 deux systèmes 
suivants : 


Ov v 
= (+), th <t<tyyr | do 
v(X, V, tp) = U(X;, }, tp) 
et 
0w œw 
Fret } ee PSS (11) 


w(x; }; tp) au (x, }; lp+1). 
Ce n’est pas une décomposition suivant des considérations physiques com- 
me pour le schéma (7). Le schéma 


aux différences est choisi comme suit gP*! pv 
(fig. 42) : Um, > 7 M-/,n 
Un _ Un 1 _ 
RES — + (Adimnt Asylümn), = n 
T,n-1 & 
ul. 1 : | did 
Ace er D (Auhn + À, mn); Cnsnes 
Un ne PU Va). | p 
(12) Lriet,n 
P 
Dans le calcul de u?+1 par le schéma 2? Cn 
de directions alternées (12) on résout dé 
d'abord pour chaque m fixe l'équation Fig. 42 


implicite par rapport à dm Contenant m 
comme paramètre. On calcule ensuite u#7? en résolvant la seconde équation 
(12), qui est implicite en u2*! et où n figure en tant que paramètre. 

Le schéma (8) prend la forme (5) à condition de poser 


Es — En = 
Lu = J 7 7 mm 


0 
Unins 


17— 20013 
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avec Un = Ubn+ TArxtiPn défini à partir de la première équation (8). On a 
alors 


f® = 0, min=0,+1,...; p=0,1,...,[T/t]-1, 


P(Xm J'a) m,n = 0, A a 1, .. 


Nous laissons au lecteur le soin de mettre les schémas (9) et (12) sous la 
forme (5). 

Le lecteur peut vérifier que le critère spectral de stabilité de von Neumann 
qui exige que les solutions de la forme u?, — APel:m+8n) soient bornées, est 
satisfait pour le schéma (8) avec r = Tt/h° < 1/, et pour les schémas (9) 
et (12) avec r quelconque. 

Nous nous abstiendrons d'étudier les conditions de stabilité et de dé- 
montrer l’approximation des schémas (8), (9) et (12). 


Exercices 
1. Etablir pour quels r = T/h° a lieu le critère spectral de von Neumann pour les sché- 
mas (8), (9) et (12) étudiés ci-dessus. 
2. Vérifier que le schéma (8) approche le problème (6) pour une solution bornée 
suffisamment régulière u(x, y, 4). 
3. Même question que dans l'exercice 2 pour les schémas (9) et (12). 


832. Schémas aux différences économiques 


Discutons les exemples de schémas de décomposition aux différences 
pour le problème de propagation de la chaleur 


Ou d'u d'u 
& “ de de ? 0 & x, y < I, 0O&<t<T, | 
u(x, y, 0) = px, y}, 0x, y<l, (D 


u(X, y, 1)Ir = 0 


dans le domaine rectangulaire 0 = x, y < 1 de frontière Z°". Utilisons le 
réseau habituel (x, »,, ?,) = (mh, nh, pr), m,n =1,2,...,Neth = 1/N. 

Le schéma de décomposition aux différences que nous allons donner 
présente sous certains rapports des avantages essentiels sur le plus simple 
schéma explicite 


CE — À En + Ày LP 
2 
Un = PK LA ( ) 
Uhnir = 0 
et celui implicite 
P+l 1? 
“ee —_ Au t+ A ut : 
(3) 


Un = P(Xr y .) 
7 LEE Îr = (0. 
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Le calcul selon le schéma aux différences explicite (2) est fort simple. 
Le passage de 4? connu à u°+1 = {uP+1} cherché exige des opérations arith- 
métiques en nombre proportionnel au nombre (N—1}° de valeurs inconnues 
de {u»*1}. En ce sens le schéma explicite ne se prête à aucune amélioration. 
Des schémas aux différences tels que le nombre d’opérations arithmétiques 
nécessaires pour passer de u? à uP+1 — {uP+1} soit proportionnel à celui de 
valeurs inconnues sont dits économiques. Tout en étant économique, le 
schéma explicite n’est stable que pour la contrainte sévère rt < h?/4 sur 
le pas + du réseau. La stabilité absolue ($27, n° 3) du schéma aux différen- 
ces implicite très simple (3) ne signifie nullement son caractère économique. 
La recherche des inconnues {u2*?} se fait en résolvant un système d’équations 
linéaires compliqué (qui ne se décompose pas). On sait du cours d’algèbre 
que cela demande des opérations arithmétiques en nombre proportionnel 
non pas à la puissance première du nombre d’inconnues (cas des schémas 
économiques), mais au cube de ce nombre si l’on se sert d’une méthode 
d'élimination des inconnues. 


On recherche actuellement des procédés plus économiques de résolution exacte des 
systèmes linéaires généraux. Un algorithme dû à Strassen coûte un nombre d'opérations 
arithmétiques qui est proportionnel non pas à la puissance troisième du nombre d’incon- 
nues mais à la 1g. 7-ième. 


Le schéma de décomposition aux différences que nous nous proposons 
de construire est économique et inconditionnellement stable, i.e. il réunit 
les avantages du schéma explicite (2) à ceux du schéma implicite (3). 

En ce qui concerne la solution u(x, y, f) du problème (1), elle sera sup- 
posée posséder jusqu’à sur la frontière Z' les dérivées continues d’ordre 
quelconque dont nous aurons besoin. Notons que sur J” toutes les dérivées 
d’ordre pair (jusqu’à l’ordre pour lequel elles existent et sont continues) 
par rapport aux variables d’espace s’annulent : 


Uxxir = Uxxxxlr = Uxxyyir = (0. (4) 


Ainsi, sur le côté x = 0 du carré 0 = x, y = 1 ce sont @u/0t et O’u/0y? qui 
jouissent de cette propriété. En vertu de l’équation u, = u,,+u,, on a 
donc également ,, = 0. Dérivons deux fois par rapport à y, il vient 


Clip 


on Urxyy + Uyyyye 
Mais sur le côté x = 0 
Cu 
uyy = 0, u,,,, = 0, gs = 0 


et donc u..,- = 0 en vertu de l’équation différentielle. 

Construisons à présent un schéma de décomposition aux différences 
pour le problème (1). 

Faisons correspondre à celui-ci sur le segment rf,<f<«t,;1 deux 


17° 
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problèmes : 
do _ Sr 
&œ Ôx”? (5) 
vIr = 0, v(x, 0 LA) — u(x, 2 th) 
0w _ Cw | 
ww 6 
re 0, way) = 0x pu). Î 

La fonction 


uU) = (ur), Un — P(Xm Yn) Un r = 0 


sera définie successivement pour p = 1, 2, ..., [T/r] par les équations 


mn Ua. = AUS m,n = 1, 2, …sN—1, | 
7 (7) 
Unn|r — 0; 

uns — Un 

po PRE | Pr m, = 1, 2, ..sN—1, 
T yyh É (8) 


up ir = 0. 
Le problème (7) est analogue à (5) et le problème (8) à (6). Cela étant, 
Con = Um Win = AS = Um Wa = ur 


Conformément au schéma de décomposition (7), (8) on calcule d’abord 
la fonction auxiliaire %,, d’après les valeurs connues u? = {uh,}, puis 
uP+1 = {y?+1} par l'équation (8). 

Notons que le problème aux différences (7) servant à obtenir 4, pour 
chaque n fixe, n = 1, ..., N—1, coïncide exactement avec le schéma aux 
différences implicite 

vil Van 


ue +1 
Es = 4,08) 


pour l'équation de la chaleur à une dimension (5) sur le segment 0 < x « 1 
où y figure seulement comme paramètre. 

Le problème aux différences (7) se résout pour tout n fixe par balayage 
dans la direction de l’axe Ox. 

De même, le problème (8) est résolu pour tout m fixe par balayage 
dans la direction de l’axe Oy. Soulignons qu’en vertu des propriétés de 
l'algorithme de balayage, le nombre total d'opérations arithmétiques pour 
calculer u?+1 = {u?*1} est proportionnel au nombre de valeurs inconnues, 
ce qui fait que le schéma aux différences (7), (8) est économique. 

Si l’on veut formuler rigoureusement les notions d’approximation et 
de stabilité, 1l faut écrire le schéma aux différences (7), (8) sous la forme 


Liu) = fn, (9) 


forme que nous utilisons partout dans le présent ouvrage. Posons à cette 
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fin 
pP+l rs 
es — A, uit, mn=1,2,...,N-—1, 
L,u®) = uP+1|n, (10) 
Us 
Où 4mn est solution du problème auxiliaire 
= 2 Aüme mn =1,2,...,N—1, | (11) 
Unnir — 0. 
On prend alors pour f 
0, mn =1,2,...,N—1, 
f® = L 0, (Xms Yn) € Z’, (12) 


P(Xms Ya) 
et pour norme dans U, 


u@Ilu, = max |ug,l. 
mn, P 


L'espace F, sera supposé contenir des éléments g% de la forme 
Pr 
g® =! 0, 
Pmn 
et la norme dans F, se définira par l’égalité 


81e, = max |g,1+max|p.|. 
m,n, P mn 
Démontrons en premier lieu la stabilité inconditionnelle du schéma aux 


différences (9) donné par les équations (10), (12). Le schéma (9) étant li- 
néaire, la stabilité se démontre à condition de montrer que le problème 


Pan 
L,z4) = g% possède une solution pour g* = {0 +}€ F, arbitraire, de 
Ymn 
plus 
2@ Tu, = cg, 
avec c indépendant de h. 
Ecrivons le problème L;z%) = g() sous forme développée 
Sn. Zn P+1 — mP+1 
+ y mn Pmn » 
mn=1,2,...,N—1, (3) 


P+1 — +FL-— 
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où Zn est solution du problème auxiliaire 


A —— D 


ne À Assëmm Mn = 1,2,...,N—1, | 


(14) 
Zm,0 — Em, N = 0, 
et 
ne = Ymn- 
En vertu du principe du maximum démontré ($28) pour un schéma 
aux différences implicite unidimensionnel qui approche l'équation de la 
chaleur à une dimension, il résulte des équations (13) que 


max |z2+1| < max|£,,|+7 max |g2,,|. 
m,n m,n nm, n, P 


Or, (14) entraine 
max|2,,l <max}|z?,|. 
m,n nn 
Donc 
maxiz#rl| <max|z#,l+t max (92,1. 
mn m,n m,n, P 
D'où 


max|z2+1] < max|z2-1]+27 max |g2,l < 
m,n m,n 


+ max |panl) = (1+7)|Ig Ir. 
m,n, P 


L'inégalité écrite 
max|z5n | <(1+7T)|I8g®#11r, 


est juste quel que soit p, aussi 
2D lu, << (+7) Ir, 

pour un rapport arbitraire des pas 7 et h. Cela signifie justement la stabilité 
inconditionnelle du schéma de décomposition considéré. 

Vérifions l’approximation et supposons comme toujours que le problème 
(1) admet une solution suffisamment régulière u(x, y, #). Calculons le résidu 
Af®), Liu], = f+4f®, résultant de la substitution de [u], dans le pre- 
mier membre de (9) et montrons que ||4f%)||r, = O (T+h"°). 

Conformément à la définition de l’opérateur L;, nous aurons 


UXms Ya) Tp+1) — Ünn = À 
T 


sy X ms Vno Lo+1) 


L}{u}s = m,n = 1,...,N-—1, (15) 
0 aux points de }”, 
U(Xms Yns 0), Mn=1,...,N-1, 
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ü,nn étant solution du problème auxiliaire 
Een — U(Xms Yns (A) _— A _ —_ 0 m _ 1 2 | N-1] 
ne nu Pen xxUmn , LL 9 9... , (16) 


ünnlr = 0. 
Nous montrerons plus loin que %,., est de la forme 
Un = UXms Yn tp) + TAxxU(Xm3 Yns tp) + O(TI), 
mn = 1,2,..:,N-—1, (17) 
Umnlr = U(Xm Yn tp)lr = 0. 
Le report de cette expression de 4%, dans (15) donne 


He er ft Fe, — A ,y}U(Xm ns fp+1) = 


= U(Xns Va 141) —[Uxms Yns 1) + TA AUX ns L)+ O(r:)] … 
T 


U(Xm n? Le )—u(x,, n° {) 
— AUX ms Yns lp+1) = me _ 


— À x (Nm Yno t)— pyU(X ms Yns lh+1)+ O(r) a 
Ou d'u O°u 
= (ee, + OH = O(E +). 


Ainsi, 
| 0+O(T+h°) 
Lalus] = 0+0 = fU+AfU, 
P(Xms Yn) +0 
où 
O(t+h?) auxpoints (x», Yu /p), 
AM = 0, p=0,1,...,[T/r]-1, 
0, m,n=1,2,...,N—1. 
D'où 


AFU le, = O(r+H?). 

I] nous reste à démontrer la représentation approchée (17) de la solution 
Umn du problème (16). 

Enonçons d’abord les considérations: heuristiques qui nous ont suggéré 
la représentation (17). Il est clair que pour des + petits on a l’égalité appro- 
chée 

Un FT U(Xm Vns lp). 
Cela nous permet de remplacer dans (16) A,.%mn par 1:;U(xm, Vm 1) et d’obte- 
nir donc 
ü—u 


— À,,u = 0. 
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L'égalité à = u+TA,.u qui en découle ne diffère de (17) que par le reste 
O(r°). Passons à la démonstration de (17). 
Définissons A,;uU(xm, Yns !)) AUX points de l'en posant A,,4|r = 0. Subs- 
tituons 
Wmn = U(Xm ns lp) + TA Xms Yns 1p) 


à ümn dans l’équation (16). Il vient 


Win ES U(Xms Ya LA) 
T 


= Ame Jr 994 ane os ne or 1 4 (x Yns l5)— 


—TA x AUX ms Yns L)) = —TA rx AUX ms Yns lb). 
Sous l’hypothèse de ©tu/6xt continu et borné et vu que a b = 0, on 


— AsxWmn = 


constate sans peine que 1,,4,u(Xxm, Yn f) est borné lui aussi. Donc 


Wan — UXms Yns 1») 


- —/lxxWmn = O(©), 


Wmnir = (. 


La soustraction terme à terme des équations (16) donne pour la différence 


Zmn — Wan — Ümn . 
Zn Ts à ="0(T), 
18 
Zmnir — 0, | ) 
ou sous forme développée 
Fami, n = 2(r +5 )5mnt Faméi,» — O(r°), 
(18°) 


mn=1,...,N—1, 
Zon = ZMn = 0, r=T/h:. 
Ce problème pour {z,..} prend la forme 
Anlm=1+ 0 mm Cmüms1 = Sm M=1,...,N—1, 
Uo = un = 0, 
Am > 0, Cm>0, [bn > Amt+Cm+Ô, À = I. 
Il a été démontré au $4 que dans ce cas 
max|u,l <cmax]|g,l, 
c dépendant de à seul. D’où z,, — O(t°), 1.e. 
mn = Wmn—Zmn = Wmn+ O(T?) = 
= U(Xm Yns p) + TAxU(Xms Yns 1p) + O(T*), 
ce qui coïncide avec la représentation (17), objet de notre démonstration. 
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Exercices 

1. Pour le problème aux limites différentiel (1) relatif à la propagation de la chaleur 
dans le domaine carré 0 & x, y Æ 1 proposer et discuter un schéma de décomposition 
aux différences analogue au schéma explicite (8) pour le problème de Cauchy (831). 

2. Proposer pour le problème aux limites différentiel (1) un schéma aux différences 
analogue au schéma de directions alternées (12) du $31. Démontrer qu’il y a lieu une ap- 
proximation d'ordre O(r+ h°). 

3. Proposer un schéma aux différences pour la résolution du problème 


Ou _ u, Ou 
0 0x 0’ 
u(x, y, Dir = px, y, 1),  u(x, y, 0) = y{x, y) 


dans un domaine curviligne D par analogie avec le schéma de décomposition aux différen- 
ces considéré pour le problème (1) dans le présent paragraphe. 


O<I<T, (xMED | 


833. Décomposition suivant les facteurs physiques 


L’idée de décomposition ne sert pas qu’à obtenir des schémas absolu- 
ment stables économiques. On décompose parfois un problème compliqué 
en une succession de problèmes plus simples afin de séparer dans le temps 
dans chaque petit intervalle #, = 1 <= t,,1 l’action de divers facteurs in- 
fluant sur le processus donné. Il est en effet plus facile de construire, pour ces 
problèmes relativement simples, des schémas adéquats dont l’ensemble 
constitue un schéma de décomposition aux différences raisonnable relatif 
à tout le problème. 

Indiquons à ce propos la méthode de grosses particules de Bélotserkov- 
ski et Davydov (Zh. Vychisl. Mat. i Mat. Fiz. 11, n° 1, 1971) destinée à 
calculer les écoulements gazeux en présence d’une déformation importante 
de la substance et de grandes oscillations de densité. Cette méthode, de 
même que la PIC (the particule-in-cell method) de Harlow, peut s’interpré- 
ter, selon Yanenko, comme un schéma de décomposition aux différences 
pour des équations de la mécanique des fluides. La substance toute entière 
est partagée en cellules par un réseau de droites fixes (1l s’agit d’un problème 
plan). La substance venue dans une cellule à l’instant #, est justement une 
grosse particule. On la dote d’une impulsion et de l’énergie totale. On cons- 
truit ensuite un schéma aux différences qui sert à reproduire la variation 
des vitesses, des impulsions et de l’énergie totale des grosses particules sous 
l'influence de la seule pression, abstraction faite des termes du système 
d'équations de la mécanique des fluides qui gouvernent le transport de 
substance, d’impulsion et d'énergie. Telle est la première étape du schéma 
de décomposition. En seconde étape on recalcule les quantités auxiliaires 
obtenues à l’étape précédente à l’aide d’un schéma aux différences tenant 
compte des autres termes des équations, 1.e. traduisant le passage de la 
substance d’une cellule dans les cellules voisines et le transport correspon- 
dant d’impulsion et d'énergie. On obtient ainsi de grosses particules et 
l'impulsion et l’énergie correspondantes à l'instant f,;1 = 1,+t. 


CHAPITRE 11 


PROBLÈMES ELLIPTIQUES 


834. Un schéma aux différences très simple 
pour le problème de Dirichlet 


Nous vérifierons dans ce paragraphe que le schéma aux différences 
très simple (13) du $24 approche le problème de Dirichlet (12) du même 
paragraphe à l’ordre deux en h, est stable et permet, par conséquent, un 
calcul approché de la solution du problème de Dirichlet. 

Mettons le problème de Dirichlet relatif à l’équation de Poisson dans le 
domaine carré D = (0 = x, y & 1) de frontière l' sous la forme 


Fu  Œu 
ta = 9m), 0<xy<l, (1) 
U|r = y(s), 


avec s la longueur d’arc comptée le long de J”, les fonctions q(x, y) et y(s) 
étant données. 

Désignons par D, l’ensemble des points (x,,, y.) = (mh, nh) du réseau 
h = 1/M, M entier, tombant dans l’intérieur du carré ou sur sa frontière. 
Les points de D, strictement intérieurs à D seront pris pour points intérieurs 
du réseau carré D, ; notons Df l’ensemble de ces points. Les points de D, 
situés sur la frontière Z' de D seront pris pour points frontières de D, et 
leur ensemble sera désigné par J',. Ecrivons le schéma aux différences (13) 


du $24 
Lu) = fu) (2) 
sous la forme 
Lude : “Lcxtmnt lyyümn = GGEms Yn}s  (Xms Jr) € Dhs 
Unn = W(Smn)}; (Kms Yn) EL 


OÙ y(SMA) est la valeur de la fonction y(s) au point (x, y») € l'y. 
1. Approximation. Le secord membre f(* du schéma aux différences 
(2) est de la forme 


(3) 


(Xm Yan)» (Ki Yan) € Df, 
P(Srin)s Cs Yn) € Tr. 
Sous l'hypothèse que la solution u(x, y) du problème (1) possède des dérivées 


ju = | (@) 
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quatrièmes bornées, on établit l’égalité suivante moyennant la formule de 
Taylor : 


’ ; Œu , du Ou(x+Ëh, y) , O'u(x, y+7h) 
Ayu = = Au + 4 yyU = _ Ox° + — EXC +353 (D 4 dy ]: (5) 


C’est pourquoi, pour la solution u(x, du problème (1) on a 
P(Xm» Yn)+ O(R?), (Km Yn) € Dh 
Liu]: = 
Y(Snn)+ 0, (Xm Yn) € T}. 


Le résidu àf® apparu par substitution de [u]; dans le premier membre 
du schéma aux différences (2) est donc de la forme 


(6) 


fn = O(h*), 6 Ya) € D$ (D 
0, (Xe Y'n) € T he 
Munissons l’espace F, d'éléments de la forme 
[0 = Pmns … (Xms Yn) € Dh 
Yrnns (Xe Yan) € Dh, 
de la norme 
IF®IlE, = | Prn Le max |Yyn|- (8) 
mh, mes € Dh mh,nh)}e Ty 
Alors 


1 PiLr, = O(h?). 


L’approximation du problème de Dirichlet (1) par le problème aux limites 
aux différences (3) est donc d’ordre 2 en k. 

2. Stabilité. Définissons une norme dans l’espace U, de fonctions définies 
sur le réseau D, en posant 


HW ]lu, = max um. (9) 
(mh, nh) € Di 


Conformément à la définition de la stabilité, celle du schéma aux dif- 
férences (3) se démontre en établissant l’unicité de la solution de (2) pour 
fh) arbitraire (cette propriété ne dépend pas du choix des normes) et une 


estimation de la forme 
blu, < c|IfA]Ir, (10) 


où c est indépendant de h et de f M. 


LEMME 1. Etant donné une fonction 0%) = {v,,,} définie sur le réseau D, 
et vérifiant aux points intérieurs (x, y») = (mh, nh) € D la condition 


A0 |(mh, nh) > 0, (mh, nh) € D}, (1 1) 
4) atteint sa plus grande valeur sur D, au moins en un point de l'}. 


DÉMONSTRATION. Procédons par l’absurde et choisissons de tous les 
points de D, en lesquels 2”) atteint sa plus grande valeur un point (x,,, y.) 
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de plus grande abscisse. Par hypothèse (x, y.) est un point intérieur et v,,, 
est strictement supérieur à T1. On a au point (mh, nh) 


A0 |(mh, nh) = 
= (Unes. CE Uma) T (Un. "+1 an) (er. n— Un) + (Un, Aa—1— Unn) 0 
du moment que la première parenthèse du nominateur est négative et les 
autres sont non positives : contradiction avec (11). 


LEMME 2. Etant donné une fonction 0%) = {v,,,} définie sur le réseau D; 
et vérifiant aux points intérieurs (mh, nh) € D la condition 


500 |(mh, nh) = O, (mh, nh) € Dÿ, (12) 


A atteint sa plus petite valeur sur D; au moins en un point de la frontière. 
La démonstration est analogue à celle du lemme 1. 


THÉORÈME (PRINCIPE DU MAXIMUM). Chaque solution de l’équation aux 
différences 
A}0D | (mh, nh) — 0, (mh, nh) € Df, (13) 


atteint sa plus grande et plus petite valeur en certains points de l'}. 

On le démontre en réunissant les affirmations des deux lemmes précé- 
dents. 

La propriété des solutions de l’équation aux différences (13) est analogue 
à la propriété des solutions v(x, y) de l’équation de Laplace v,,+v,, = 0 
de prendre la plus grande et plus petite valeur sur la frontière de leur domaine 
de définition. 

Il résulte du principe du maximum que le problème 


AU) | (mb, nh) — O, (mh, nh) € D, 
UN) | Ga, nh) — O, (mh, nh) € Ty, 


n’admet que la solution nulle ## = 0, vu que #) atteint sa plus grande 
et plus petite valeur en des points de 1”, où u,,, = 0. Par conséquent, le 
déterminant du système d’équations linéaires (3) est non nul et le problème 
aux limites aux différences (2) admet une solution unique pour un second 
membre f ® quelconque. 

Passons à la démonstration de l’estimation (10). 

En vertu de la formule (5), un polynôme P(x, y) de deuxième (voire de 
troisième) degré 


Lun = (14) 


P(x, y) = ax*+bxy+cy?+dx+ey+f 


vérifie l’égalité 
OP OP 


du moment que les dérivées quatrièmes de P(x, y) entrant dans l’expression 
du reste de la formule (5) deviennent nulles. 
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Utilisant les fonctions v,, et y. du second membre du système (3) 
et fixant R = Y2, construisons la fonction auxiliaire 


1 a 
PU(x, y) = FLAC Per |Pmn|+ nr [Pr |» 
Th 


que nous ne considérerons qu’aux points du réseau D,. Ce fait est traduit 
par l’indice h dans la notation P(x, y). Vu (15) on a partout aux points de 


D} 
xemh, = — lPrsls (mh, nh) € D}, 
Jænh (rh, Re Di 


AyPO 


et la différence de la solution #* du problème (3) et de la fonction P% 
satisfait donc en ces points aux égalités 


A}(u0 — PO) = A ju) — A, PD = Prin + MAX |Prs| > 0. 


Selon le lemme 1, la différence #*) — P® prend sa plus grande valeur sur la 
frontière J”,. Or sur celle-ci cette différence 


u)|r, —PA\r, = — Lean — PA] n — 


[pal] +2 [+9 R*] max lPrsl 


_— [mn 
(rh, sh) € DS 


(rh, s A T, 


est non positive parce que partout dans le carré D on a x*+y° = R° et les 
deux derniers crochets sont non positifs. Du moment que la plus grande 
valeur de u(*)— P4) est non positive, 


U)— PO) en, nh  O OÙ  uU < PU 
partout sur D,. De même, pour la fonction w#)+ PG) 
Au + PA) & 0 
aux points de Df, et aux points de 1’, cette somme est non négative. En 
vertu du lemme 2, partout sur D, 
uG)+ PO > Q ou —PÙ & 0, 


Ainsi, on a partout sur D; 


| es 
| Un | — Pas) S PU LE max Prs| + max LAE 


| 
4 (rh, she Dÿ (rh, sh) £ Ta 
D'où l'inégalité (10) : 
max [uma = [WP ilu, < c|fŸ in = cf max igri+ max |prl) 
(rh, sh) € Da (rh, sh) € Ta 
avec 


C = max [1, |, 
et la stabilité est démontrée. 
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S’agissant du problème de Dirichlet pour l'équation elliptique à coef- 
ficients 2. 


ôx [HG y) alt TS ES y) | = g(x, 7), (x, y) € D, 


Ur = Cu p(s), 
où kix, y) et ke(x, y) sont deux fonctions régulières positives dans le rec- 
tangle D, le schéma aux différences se cOnENte de on hote En 
remplaçant aux points intérieurs de D? — (kr = S) et —( ka +) par des 
ee aux différences moyennant les rules nd 


2 [at » DES > Au) = _ [k: (x++ se y) u(x+ h, y) u(x, y) us U(X, y) 
Sp fx, y) u(x, De y) 


2 [ét ») ED] à Au = fks ++ LA EOUR 


hi 


ne (x, = s)"= PR. y—h) 


nous aboutissons à un schéma aux différences (2) de la forme 


Lu = AO + Au = qmh, nh),  (mh, nh) € Dh, 
à UT, = WSmn)s (mh, nh) € 1°}. 


En utilisant la formule de Taylor on se convainc que l’approximation est 
d'ordre deux. On pourrait démontrer la stabilité du schéma construit à 
force de surmonter certaines difficultés complémentaires absentes de l’exem- 
ple considéré. 

Dans la pratique, on se borne généralement, pour tel ou tel problème 
concret, à une justification de principe sur des problèmes modèles du type 
ci-dessus. Des appréciations concrètes sur les erreurs découlent en général 
non pas des évaluations théoriques, mais de la comparaison des résultats 
du calcul fait avec des réseaux à h différent. 

Une fois que le problème aux limites aux différences approchant le 
problème différentiel est construit, il faut indiquer un procédé de résolution 
pas trop laborieux. Car, pour un A petit, le problème (2) constitue un sys- 
tème d’équations scalaires d’ordre très élevé. Dans l’exemple analysé la 
résolution des équations aux différences est un problème intéressant et 
ardu dont l’examen sera fait aux $S35, 36. 


Exercices 


1. Démontrer que si en tous les points intérieurs du domaine D, la fonction u{*! satis- 
fait à l'équation 


AUD na, mn) — O, m, n — 1, La ... M1, Mh = 1, 
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alors ou bien elle prend partout sur D, une même valeur, ou bien elle n’atteint sa plus 
grande et sa plus petite valeur en aucun point intérieur de D, (PRINCIPE RENFORCÉ DU 
MAXIMUM). 

2. Si 1,4% > 0 en tous les points intérieurs du domaine D, et que cette inégalité soit 
stricte en un point au moins, alors u? ne réalise sa plus grande valeur en aucun point 
intérieur. 

3. Soit le schéma aux différences Lu‘ = f 4) de la forme 


EE = (ml, nh), (mh, nh) € DL, 


Lu® = Unn = Yi(Smn) Sur ZX, 


Ui, = — Ho, LA 


L =vyanh), n=1,...,M-I1. 
Il approche le problème (fig. 43) 


Œu Ou 
ET" = px, y) (x, y) € D, 


r° o 
u(x, Ylres = PACS). (x, y) € TM, T 
Ou | 
_—— = Ya , 2) 
nr = PAG) GET 
a) Démontrer l'unicité de la solution du problème Fig. 43 


L,u% = f\3) quels que soient g{mh, nh), pils..), Petri) : 

b) démontrer que si g{mh, nh) est non négatif et y.(5,.) et y.(n1#) sont non positifs, 
alors #{%! est non positif ; 

c) démontrer que, quels que soient w, y1, y, On a une cstimation de la forme 


maxlu,l <c/maxlqp,l+ max  Iypi(s,,)1+ max |y.(nh)|\, 
dés cc (mh, nd) € T1 hs 


avec c une constante indépendante de h. Calculer c. 


835. Méthode de stationnarisation 


1. Idée de la méthode. Pour calculer les solutions d'un grand nombre de 
problèmes stationnaires de la physique mathématique qui décrivent les 
états d’équilibre, on considère ces derniers comme résultat de la stationna- 
risation d’un processus évoluant dans le temps dont le calcul s’avère souvent 
plus simple que le calcul direct de l’état d’équilibre. 

Illustrons ce que nous venons de dire par l’algorithme de calcul de la 
solution du problème de Dirichlet aux différences 


Axlmnt A yyUmn SE EX F2 m, 1 = 1, 7 …., M—1, 
| (1) 
Urnnir — Y(Sun) 
qui approche le problème de Dirichlet différentiel 
Œu Ou . . 
Ta = Œ(x, y), 0 & x, Y <= 1, | (2) 
Uir = ÿ(s). 


Dans le cas du problème (1) on procède à une analyse théorique de divers 
algorithmes de stationnarisation à l’aide des séries finies de Fourier. Notons 
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de suite qu’on aborde des problèmes elliptiques aux différences analogues 
à (1) par des méthodes itératives sensiblement plus puissantes dont certaines 
seront exposées aux $$36, 37. 

Pour des M tant soit peu grands, les techniques directes de résolution 
du problème (1) qui s’étendent au cas des coefficients variables et des domai- 
nes de frontière curviligne, par exemple la méthode d’élimination de Gauss, 
deviennent d’un maniement difficile et ne s’appliquent plus. 

Commençons par des considérations suggestives. La solution u(x, y) 
du problème (2) peut être comprise comme la température indépendante du 
temps au point (x, y) d’une plaque en équilibre thermique. Les fonctions 
q(x, y) et y(s) signifient alors la répartition de sources de chaleur et la tem- 
pérature à la frontière respectivement. 

Considérons le problème instationnaire auxiliaire de la propagation de 
la chaleur 


oU ŒU  ŒU 
ar = et op Ph 


U\r = du y(s), 9 
U(x, y, 0) = po(x, y), 


œ et y étant les mêmes que dans le problème (2) et yo{x, y) arbitraire. 

Puisque les sources de chaleur g(x, y) et la température à la frontière 
y(s) sont indépendantes du temps, on s’attend naturellement que la solution 
U(x, y, ) variera avec le temps de plus en plus lentement et que la répartition 
de températures U(x, y, f) deviendra à la limite pour f — la répartition 
d'équilibre de températures u(x, y) décrite par le problème (2). Aussi, au 
lieu du problème stationnaire (2), peut-on résoudre le problème instation- 
naire (3) jusqu’à l’époque 7 où sa solution cesse de varier dans les limites 
de précision voulue. Telle est l’idée de la méthode de résolution des pro- 
blèmes stationnaires par stationnarisation. 

Compte tenu de ce que nous venons de dire, abordons, à la place de 
(2), le problème (3) et considérons et comparons, au lieu du schéma aux 
différences (1) pour le problème (2), trois schémas différents pour le pro- 
blème (3). 

Ces trois schémas sont notamment : le plus simple schéma explicite 

u2tl_ur, 


T as HR TRS Jour Æ 4 AT Yn)s 


Un ir = ES P(Srn)s | Se 
Un = GE Vo(X ms 2 a) 


Je plus simple schéma implicite 


ur+1 — uP 


ET = un + Len — 4 (Nm Y'a) | 


He ir © SE Y(Smn)» | 
Un — PO(Xm» Yan) ; 


(5) 
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et le schéma de directions alternées (12) du $31 


L mn — . 1 
een _ 5] LA dmn+ À, an — P(X ms Yn)}, | 
Us — mn 


1 à 
= À Atot Aug PI @ 


ul r — Ünir = Y(Srnn)s 


Un = POXms Yn). 
YO(Xm Yn) St Supposé tel qu’on ait sur la frontière 
Yolr = Y(Smn)- (D) 


Dans le cas du schéma (4), w?*1 = {u#f1} se calcule en fonction de 
uP = {u?,} connu d’après des formules explicites. 
Pour trouver uPti = {upi1} (uP = {ub,} étant déjà calculé) selon le 
schéma (5), il faut résoudre le problème 
AURA UE LS (x Ja) 


T 
uns r 7 Y(Srn)» 


Un 
7 ? 


qui n’est nullement plus simple que le problème de départ (1). Le plus 
simple schéma implicite est donc à rejeter. Enfin, le calcul de u?+1 = {up+1} 
en fonction de u° = {u%,} connus par le schéma (6) s’effectue par balayage 
dans la direction de l’axe Ox (pour obtenir les solutions {%,,,} des problèmes 
unidimensionnels pour tout n fixe), puis par balayage dans la direction de 
l'axe Oy (on trouve ainsi les solutions {421} des problèmes unidimension- 
nels pour tout m fixe). 

Le nombre d’opérations arithmétiques est en l’occurrence proportionnel 
au nombre d’inconnues. Pour chacun des deux schémas (4), (6) laissés en 
vue de leur étude ultérieure, considérons la différence 


En = HR 2 PS (8) 


entre la fonction u? = {uf,,} définie sur le réseau et la solution exacte u = 
= {u,h} du problème (1), dont l'existence vient d’être démontrée ($34). 

Etablissons les conditions dans lesquelles l’erreur e?, sur la solution 
u?, du problème instationnaire tend vers zéro avec la croissance de p, 
ainsi que le caractère de cette tendance : choisissons un + optimal et appré- 
cions le volume de calcul nécessaire pour diminuer d’un nombre donné de 
fois la norme de l'erreur initiale 


0 : . 
Emn —= Wo(Xms Yn) —Unmn- 


2. Analyse d’un schéma de stationnarisation explicite. La solution {u,,,} 
18— 20013 
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du problème (1) vérifie évidemment les équations 


Un — Un 
T 


Unn | r—= WW Sen)» 


Unn = Umn. 


= A el mn + / yyUmn —P(Xn Ya); 


Retranchons terme à terme ces égalités de (4) ; on arrive au problème aux 
différences suivant pour l’erreur &?, : 
Elan | — Emn 


= 2 mn + À,yEmns 
eP#il. = 0, (9) 


Esnn 


En _ YO(X ms Yn)—Umn- 


Notons que la fonction discrète €?, s’annule pour chaque p, p = 0, 
1, ..., sur la frontière Z”. On peut la considérer comme élément d’un espace 
vectoriel de fonctions définies sur le réseau (x, y,) = (mh, nh), m, n = 
= 0, 1, ..., N, et s’annulant sur J”. La norme dans cet espace sera définie, 
comme au $27, par l'égalité 


HE? = (2 Emme) 
mn 


Au $27 nous avons représenté la solution du problème (17) par la série 
finie de Fourier. La seule différence entre ce problème et le schéma aux 
différences (9) pour l'erreur &7 = {er} ne réside que dans la désignation 
de la fonction inconnue. Donc 


= (cAr)ptes, (0) 


avec c,, les coefficients du développement de l’erreur initiale &° = {2%} 
en série finie de Fourier et les nombres 4, définis par la formule 


+ sin? 5) (11) 


L.] 


rs = ]l— pi (sin 


h° 2M 


Les nombres c?, = c,.2r. sont les coefficients du développement de l'erreur 
EP = {ep} en série de Fourier suivant la base orthonormale yl-°. Aussi 


er = (Si Afl), [leo = (S 10.2)". (12) 
D'où 
dell 


Te < {max 1241), (13) 


et on peut toujours définir &° de façon à obtenir l’égalité. On prend pour 
cela £9 = ytr.5), (r’, s") étant le couple de numéros tel que 


maxl|4,s) = |... 
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Ainsi, pour que ||e7{|/ile]! tende vers zéro avec p — +, il faut avoir 
max |À,,! < 1. 


L'erreur décroît le plus vite pour un 7 tel que max |4,.| prenne la plus 


CE 
petite valeur possible. La formule (11) permet de trouver les points extrêmes 
rs: 
, 1 Ÿ COS? — 
‘gauche — nn , 


8r  < 
âroite = 1-7 Sin® —— M 


(fig. 44). Avec une augmentation de 7 à partir de T7 = 0, ces deux points se 


À gauche Âgroite 
2 ——#ñî#û— 02 ——_——Îñ# ——à— 
7 Ÿ / 
Fig. 44 


déplacent à gauche. Une fois atteinte une valeur de + telle que ces points 
soient symétriques par rapport à À = O, 


— }gauche = Agroites (14) 


on ne gagne rien à augmenter 7. En effet, si l’on continue ce processus, 
Àdroite S'approchera toujours de ZÉTO, MaiS gauche Qui lui sera supérieur en 
module, max |4,,| = — Agauches s’en éloignera. 

Pour un 7 tel que Asauche = —1 et pour ses valeurs plus grandes, l’erreur 
eP ne tend en général pas vers zéro. 

Ainsi, la valeur optimale 7 = h°/4 est trouvée à partir de la condition 
(14). Ceci étant, 
ct 


max |. — 1 —2 Sin =; . 


r,S 


La norme de l’erreur initiale e° = {ef,,} diminue donc d’un nombre donné 
e de fois au bout d’un nombre p de pas du processus itératif (4) tel que 


5 NP _ 
(1-2 sin +) < el 
D'où 
_ 24 


In (1-2 sin° 51) 


Quel est le nombre d’opérations arithmétiques nécessaire pour diminuer 
l'erreur de e fois? Chaque passage de u? à uP+1 exige cM* de ces opérations 
et il en faut au total cpM* = O(M). 


PE 
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3. Schéma de directions alternées. Voyons maintenant comment se com- 
porte l’erreur 7 = {eP,} dans le cas du schéma (6). 
En raisonnant comme dans l’exemple précédent on se convainc que 
l'erreur €? satisfait alors au problème aux limites aux différences 
En — En = 
Pre 7 À Æmnt À; mins 
Ep+1— 


— = AxËmnt Ay£} La . (15) 


T 
Emn|r — Enlr — O, 
Emn — VOX m 4 n)—Umn. 


Au $27 nous avons déjà obtenu sa solution sous forme de série finie 
de Fourier. Comme dans le cas du problème (9), elle est de la forme (10) : 


EP = ) (c.Ar)pt, 
où c,, sont les coefficients du développement de l’erreur initiale 
— Y crspl s) 


en série finie de Fourier, mais les nombres 1,., facteurs de l’harmonique 
y) dans le passage £? — eP+1, sont différents, à savoir : 


AC UE : 
= (1-2 sin 24) (1 27M° sin° 25) dé) 
(1 +2T7M" sin° 55) (1 +2T7M"® sin° 5) 
Comme pour le schéma (4) dont nous avons analysé la convergence, 
nous avons l'inégalité (13) : 
I|e?l 
mai < {maxlé 1e, 
légalité n’étant réalisée que pour &° = {e,,,} donné de façon spéciale. 
L’expression (16) de 2,. implique j4,,| < 1 quel que soit t et, par 
conséquent, ||e7;| — 0. Ensuite, 4, = À,-2,, où 
1—27M" sin° . 
xk ? 
2M 


Kk= 1,2,..M=T. 


SN: 
7 


1+27M": sin: 


C’est pourquoi max /,.| est atteint pour r = s = r’, r’ étant le numéro 


r,S 
pour lequel la quantité :2,:: est maximale. Il est évident que la fonction 
= (1—x)/(1+x) est monotone. Donc 
; 1—27M": sin° — TE 
Às = Ton sv 
1+27M:* sin° 5M 
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se situe entre les points 


1—2r7M° coS° —— 
Àgauche —— z 
1+27M" cos° un 
et 
1—2rME sin° © 
Âgroite — 2 
1+27M® sin° — 7. V 


de la droite réelle. Le pas 7 augmentant, les points Asauche ©t Adroite Se dépla- 
cent à gauche, et max |À,| réalise sa valeur minimale pour un 7 tel que 


à ; 1 
— Àgauche = Adroites 1-€. POUT T & ————. Dans ce cas 
V2:M 


max|4,;| = _ V2 +0( 5) 


Pour diminuer la norme de l'erreur ||e°|| d’un nombre donné e de fois par 
rapport à la norme de l'erreur initiale || ||, le nombre p de pas doit être 


zÿ2 


trouvé à partir de la condition -#2) = e”!, d’où 


ps 5x = OM) 


Chaque passage de uP à uP+tl demande cM? opérations arithmétiques, 
ce qui fait que O(M®) opérations arithmétiques sont au total nécessaires 
pour diminuer l'erreur de e fois et O(M® In k) pour la diminuer d’un 
nombre donné k de fois. 

Nous voyons que, lorsque M est grand, le second processus de station- 
narisation (celui qui utilise le schéma de directions alternées) conduit à 
une diminution de l’erreur d’un nombre donné de fois qui coûte moins en 
opérations arithmétiques que celle obtenue par la méthode utilisant le plus 
simple schéma aux différences explicite (4) : pour des M suffisamment 
importants (pour un réseau fin), le schéma de directions alternées s’avère 
plus avantageux. 

4. Choix de la précision. Faisons une remarque sur la précision avec 
laquelle il faut résoudre le problème (1) par une méthode de stationnarisa- 
tion ou par une autre technique itérative donnant les approximations suc- 
cessives ul, u®, ...,u?. Le problème aux différences (1) approche le problème 
(2) pour la solution régulière #{(x, y) à l’ordre À? = 1/M°. Aussi la différence 
entre la solution exacte 1) de (1) et la table cherchée [1], est une quantité 
de l’ordre de 1/M°. On n’a donc aucune raison de calculer ##) avec une 
précision plus grande. Si l’approximation d’ordre zéro # = y, est supposée 
donnée avec une erreur de l’ordre de 1, le nombre & de fois dont on veut 
diminuer la norme de l’erreur doit être de l’ordre de M*. 
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Vouloir diminuer l'erreur initiale de plus de O(M®) fois équivaudrait à 
un effort de calcul fait en pure perte. 

Dans le calcul sur un réseau fixe réel on opère par itérations tant que 
les approximations successives #?, uP+l, ... cessent de varier à la précision 
désirée. 

5. Limites d’applicabilité des méthodes. Le schéma aux différences (4) et 
l’analyse ci-dessus de la diminution de l’erreur s’étendent aux schémas 
aux différences approchant d’autres problèmes aux limites pour l’équation 
elliptique à coefficients variables dans un domaine de frontière curviligne. 
IJ1 importe seulement que l'opérateur À, analogue à l’opérateur — A, = 
= —(41,,+4,,) dans le schéma (1) qui agit sur des fonctions discrètes vérifiant 
les conditions aux limites homogènes soit auto-adjoint et que ses valeurs 
propres u, soient de même signe : 


0 < Unin = Uj = Umax- 


On utilise alors dans l’étude les séries finies de Fourier procédant non 
pas suivant les fonctions 


A7 - TS 
sin 


(5) — 96] 
L) 2 sin F7 TR 


mais suivant un système orthonormal de fonctions propres de cet opérateur 


auto-adjoint A;. Il est bien connu qu’un tel système de fonctions propres 
“existe et est complet, et leur forme concrète n’est utilisée nulle part. 

Le schéma aux différences (6) de directions alternées se généralise au 
problème de Dirichlet à coefficients variables dans un domaine limité par 
un contour curviligne. (L’analyse moyennant les séries finies de Fourier 
s'avère alors impossible.) Pour des conditions aux limites de la forme 


au + # L = ÿ une généralisation directe du schéma (6) ne conduit pas à 
la décomposition de l’algorithme en balayages unidimensionnels. 


Exercices 


1. Par analogie avec les schémas considérés (4) et (6) écrire les schémas explicite et 
implicite de résolution du problème de Dirichlet par stationnarisation 
a) pour l’équation de Laplace à coefficients variables 


) Ou ) Ou 
x [it = F5 [kacx, }) l =0, 0<x,ry«l, 


ülr = px, Y)ir; 
b) pour l’équation quasi linéaire 
(a) Ou Fe) Ou 
ax [Hu ]+ ETES = 0, 0 < X 7 1, 
ulr — px, })lr. 


2. Montrer que dans la méthode de directions alternées de résolution par itérations 
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du problème de Dirichlet aux différences 


Alan + Ayimn = P[(Xms Yn)s | 
mn=1,2,...,M-1; Mh= 1, 
Unalr = FX Y)lr J 
on peut choisir le paramètre d'itération 7 de façon qu'après la première itération le déve- 


loppement de l’erreur &? en série finie de Fourier ne contienne aucun harmonique y": 
donné à l’avance. 


836. Itérations à pas variable 


1. Idée de Richardson. Le mécanisme de la convergence du plus simple 
schéma de stationnarisation (4) du $35 


+1 
Un — 


Un | 
- = Atthnt+ Ày Pin EX Yn) 


Lau [r — Sun) () 


Un _ YO(Xm3 Yn) 


consiste, nous l’avons vu, à amortir chacun des harmoniques y suivant 
lesquels procède le développement de l'erreur &%y = Umn—Uwn Sur l’appro- 
ximation d’ordre zéro en série finie de Fourier. Si 


EP — 2 cp 5), (2) 


les coefficients de Fourier de l’erreur sur l’approximation suivante 


gPp+i —_ Ÿ ch lptrs) 
s'expriment en fonction de c?, conformément aux formules (voir (10), (11) 
du $35) : 
à se CAT 0 T5 

PH = (I—ru,)e, où p, = 4M2(sin® + sin? 0) (3) 
Pour + fixe, tous les harmoniques ne s’amortissent pas également vite. 
Le processus est le plus rapide pour les harmoniques y: dont le facteur 
d'amortissement 4,, = 1 —7,, est le plus proche de zéro, i.e. pour lesquels 
Lrs & 1/t. Cela suggère l’idée de changer le paramètre + d’un pas à l’autre 
pour que tous les harmoniques y” * s’atténuent à tour de rôle, ce qui donne 
leur amortissement plus ou moins uniforme au bout de plusieurs pas. 

Telle est l’idée avancée par Richardson pour les systèmes linéaires auto- 
adjoints ayant une matrice dont toutes les valeurs propres sont de même 
signe. 

2. Ensemble de paramètres de Tchebycheff. Le processus itératif de Ri- 
chardson est défini par les formules 


UP _ Un + Tp41l an — 4 (Xms Yh)}, m,n = }, 2, .) M—1, 
2° Tr = Y(Srnn) ; {un} donné, 


(4) 
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le paramètre d’itération tr, ,, dépendant du numéro de l’itération. Richardson 
a proposé un ensemble de paramètres {t,} qui est acceptable sans être opti- 
mal. Exposons les résultats sur l’ensemble optimal {r,} et sur l’évaluation 
de la vitesse de décroissance de la norme de l'erreur ||e?||. Il est évident 
qu’en vertu de la formule (3) les coefficients de Fourier c#, de l’erreur e* au 
k-ième pas s’expriment moyennant les coefficients de Fourier c?, de l’erreur 
initiale €° par les formules 


k 
À, = ©, 1—zu,.), r,5s =1,2,..., M—1. 
ET jrs) 
Introduisons la notation Q.(u) en posant 
k 
Qk(u) 2 (1—Tyu). (5) 


Alors 
Le 11? = >» LA —_ ÿ [Qx(us)ct, |? < 


r,S 


< max |Q(u,)| D 1cl* = max|Q,(u,.)|-11e°1f. 


Il est évident que pour certains e° l’inégalité 
[e*1] < max |QxQurs)1-|1e°]] 


devient une égalité stricte. Les nombres u,, définis par la formule (3) sont 
contenus dans le segment 


4 = Umin = U = Umax = b, (6) 
où 
A = Umin = 8M® sin° FT & 27°, 
(6°) 


D = Umax = SM* COS 53 = 8M°. 


Nous n’allons pas profiter du fait de connaître les nombres u,,, car il s’agit 
là d’une circonstance fortuite n'ayant lieu que pour notre exemple. Nous 
n’utiliserons que notre connaissance des extrémités a et b du segment (6) 
qui les contient. Aussi, en définissant k, posons-nous le problème de déter- 
miner les paramètres d’itération T1, Te, ..., TL de façon que de tous les 
polynômes Q;(u) de degré k tels que 


Q(0) = 1, (D 
le polynôme (5) s’écarte le moins possible de zéro sur le segment a = u < b : 
Qt= max |Qu(u)| minimal. (8) 

a<n<b 


Ce problème de la théorie de l’approximation des fonctions a été résolu en 
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1892 par A. Markov. Le polynôme cherché Q;(u) = T:(u) s'exprime par 
l'intermédiaire du polynôme de Tchebycheff (voir p. ex. V. Gontcharov, 
Théorie de l’interpolation et de l’approximation des fonctions, Moscou, 1954, 
éd. russe) 


T;(x) = cos k arc cos x = + ++ 7) 


qui s’écarte le moins possible de zéro sur le segment —1 = x < 1 de tous 
les polynômes de degré k, de coefficient 1 devant x*. Notamment, en effec- 
tuant la transformation linéaire 


b+a-—2u 
pos. (9) 
qui change le segment a < u <b en le segment —1 < x = 1 et le point 
- b+a 
y = 0 en le point x = > 1,0ona 


T,(u) = Ti(x) es (x+x 1) + (x Tr)" 


= REF : 10 
Ti(X0) (rot xs 1) + (x) x 1) ( ) 
L'ensemble de paramètres d’itération +1, T2, ..., t4 déterminant l’apparition 


du polynôme (10) se définit à partir de la condition que les zéros u, = 1/7, 
du polynôme T,(u) se transforment par (9) en les zéros x, du polynôme de 
Tchebycheff T;(x): 


1 


L 2 


D Hra-(6-ax, ? 
. = D” ) 
Xj = COS — 7 — , 4 RES à 


Evaluons l'écart maximal Q£ entre le polynôme Q;(u) = T(u) et le 
zéro sur le segment a = u = b. La théorie de l’approximation des fonctions 
dit que le polynôme de Tchebycheff T,.(x) prend sur le segment —1 < x = 1 
la valeur de plus grand module en Æ+1 points dont les extrémités du seg- 
ment. ]1 résulte donc de (10) 


,_ TU) 2 
D en — Cle De q2 


La formule (9) donne ensuite 


b 
Xo = _ = + = = 1+27+0(7), 
b-a 1— (13) 
mc an re 7° 
S Enax 4M T 


C’est pourquoi, pour des M grands 
XoEVxXÈ—1 = 1+2Yn+0O(n), 
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d’où, compte tenu de (13), 
n 


Q = 


7 H+2Y1+0mŸ+01-2/1+00)T 
= 9: {ex In (1+2 Vn+ Om) + @k in (1-2 Vn+O(m)} U 
z 2: {e/M ra ee) 
La norme de l'erreur initiale e° étant supposée de l’ordre de l’unité: 
lei] & 1, en vertu de la remarque (n° 4 du $35) sur l’ordre raisonnable 
de la précision à atteindre en résolvant un problème par itérations, on doit 
choisir k à partir de la condition Of = M7, 1.e. 
21 In 2 : 
re nM+in M= 2 In M+in | (14) 
7 2Vn 
Afin d'amortir l'erreur initiale de e fois, on doit choisir k à partir de la 
condition Q, < e”|, ie. 
1+In2 r In 2? 
ke M y à He L om). (15) 
7 2Yn 
Avec un k ainsi choisi, on peut prendre k premiers pas pour premier tour 
d’itération et répéter tout le tour avec un même jeu de paramètres T1, Te, ... 
.., tx. Pour diminuer la norme de l’erreur de M fois, le nombre » de tours 
doit être tel que e-” — 1/M°, » - 2 1n M. Les pas élémentaires du processus 
itératif seront au total au bout de » tours 


Lie (= M)210 M = O(M In M). 


Ce nombre n'est supérieur qu’un nombre fini de fois, à savoir 


dE 2 1+in2 
1 2+ In 2/(In M) 


au nombre (14) de pas élémentaires du processus itératif qui ne cycle pas. 


Ainsi, un tour avec k & (1+1n 2)/(2Vn) permet de simplifier les calculs sans 
pour autant augmenter sensiblement le nombre d’itérations. 


Des tours de longueur k << 1/(2Vn) sont à condamner. Par exemple, 
pour k = 1, le processus de Richardson (4) se transforme en le processus 
itératif simple (1) avec 7 choisi de façon optimale. Le nombre de pas néces- 
saire pour diminuer de e fois la norme ||e°!| de l’erreur initiale sera 
= 2M°/x*° (voir n° 2 du$35), soit O(M) fois le nombre de pas en choisissant 
la longueur k du tour conformément à (15). 

3. Numérotation des paramètres d’itération. Les formules (11) donnent le 
jeu optimal de paramètres T1, T», ..., t, (pour k fixe donné). Permutons 
les termes de la suite 71, Tr, ..., t, de façon à les ranger dans un certain 
ordre #4) = (21, #2, ..., 44) et procédons itérativement par les formules 


uP*l — UP+ Ts, (AP —), (16) 
uP+l ‘r = Y, u° donné. 


 ]+1n2, 
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Dans une mise en œuvre idéale de l’algorithme (16) le résultat de la 
k-ième itération (la dernière) ne dépend pas de l’ordre choisi 24%) — 
= (%x1, #2, . .., #3). Dans le calcul réel sur une machine de capacité limitée, cet 
ordre est de la première importance. Il détermine essentiellement, pour des 
k grands, la sensibilité du résultat aux erreurs d’arrondi commises aux pas 
intermédiaires, 1.e. la stabilité numérique de l’algorithme. Avant de citer 
des ordres #%) = (#1, %2, ..., x,) acceptables, nous voulons indiquer lim- 
de pratique de l'algorithme de départ (4) correspondant à x(%) — 

— (1 ’ 2, ….. 

Quelle est la cause de l'instabilité dans ce cas ? Supposons que l’erreur 
initiale e° est de la forme e° = ÿ cyl), c?, & 1, et que le calcul se fait 
exactement sans arrondi. Les coefficients de Terreur sur la /-ième approxi- 
mation e! = Ÿ c!,y(% s'expriment alors par la formule 


/ 
Crs = Il (I —TyUrs)Crs- 


Suivons le comportement de c!, avec / croissant pour r = M—1,5s — M—I. 
On a 
Lrs = UM-1,M-1 = Fes =b = M, 


d (7) 
l— [M=1 M=1 _ 

= C1. 1 Ha- ri). 

sepg oh les fonctions linéaires 1—t;u, j = 1, 2, ..., k, dont les zéros 


= ]/r, se définissent par les formules (11). On voit de ces dernières que 


Gp 


Fig. 45 
lorsque Ce < _ ou j < Lis , on a l'inégalité u; <— _ et donc (fig. 45) 
H-rb|>1 pour j< +. (18) 


j 1 1 | 1 
Si k = — ne Metj = 1, alors u; = a+—,7T; = ———— et donc 
2Y sd di M°Ÿ a M 


+17 


Hp! ? Le Me 
a 
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Ainsi, la quantité £/ définie par (17) commence par augmenter d’environ 
M® fois par pas, puis ce processus ralentit. En vertu de (18), cette augmenta- 
tion continue en tous cas tant que / = (k+3)/6 de sorte que pour / - k/6 
la quantité ch,_, w_1, de même que ||e{||, s'avère très grande, et elle est 
d’autant plus grande que K l’est. Les ordres de grandeur des approximations 
u! — {ul,,} peuvent alors être tels qu’il y ait dépassement de capacité même 
pour des k modérés, k « M. 

Supposons que tel n’est pas notre cas et qu’on continue de calculer 
exactement. Alors à l’entrée du pas / = k, la quantité c},_, 1, diminue 
de nouveau, de sorte que £* = Q;. 

Mais le fait est que même en l’absence de débordement pour / = k/6, 
il n’en reste pas moins que de petites erreurs d’arrondi relatives inévitables 
sont en l’occurrence grandes en valeur absolue. I1 s’agit d’erreurs acciden- 
telles si bien que dans leur développement en série finie de Fourier figureront 
tous les termes, y compris un terme de la forme 


C1. y D, 


C1. 1 n'étant pas petit en valeur absolue. 

Montrons qu’aux pas suivants l’erreur &1, 19? sur l’harmonique y? 
due à l’arrondi au pas / - k/6 ne s’atténue pas sensiblement et altère catas- 
trophiquement le résultat. Sa contribution €* ,y*1 à l’approximation u* 
obtenue au k-ième (le dernier) pas s’exprime par la formule 


k k 
1 = pu Q-)| E,1 = | IT Oral 
j=1+1 j=1+1 


Mais pour j = (k+3)/6 on a évidemment 
b 


Ù — a b 
w >> |b+a- D ]=37-" 


Donc 


1—7;a = 1— v (5) À, 


k 
]—7+,a 5 
AL J ) M: 


l 
ME? 
de sorte que &, -— &.. et l'erreur d’arrondi ne s’amortit pas. Ainsi, la 
numérotation #%) = (1, 2, ..., k) des paramètres est impraticable. 

Si, en arrondissant au /-ième pas de (13), on fait une erreur 


elle devient 


k 
| I] (1 ty) | C rsyT ue 
J 


“<J+1 


au k-ième pas. On s’appliquera donc à choisir un ordre #%) = (41, #9, ...,%x) 
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tel qu’on ait l’estimation 


max IL (1—-tyu) | < (19) 
a<nH<b|j=1+ 
pour une valeur modérée de A. 


Soit c°,y(* une composante de l’erreur e° sur l’approximation d’ordre 
zéro. Au /-ième pas elle devient 


I 
pu (1— rs) cest 


Si la norme de cette fonction est grande, celle-ci donne après arrondi une 
contribution importante (en valeur absolue) dans tous les harmoniques. 
Il se peut que pour certains harmoniques cette contribution ne s’affaiblisse 
pas aux itérations suivantes et altère considérablement le résultat. Il est 
donc naturel de choisir un #4) = (#1, #2, ..., #4) tel qu’on ait l'inégalité 


Ha | <B (20) 


Per 
avec un B modéré. 

Le travail de V. Lébédev et de S. Finoguénov, Zh. Vychis! Mat. 1 Mat. 
Fiz. 11, n° 2 (1971) et le livre de A. Samarski [12] indiquent divers procédés 
rationnels de numérotage des paramètres et parlent de l’historique de la 
question. Reproduisons les résultats de Lébédev et Finoguénov. Ces auteurs 
supposent que k est une puissance de 2, i. e. k = 2!, et donnent les formules 
récurrentielles permettant de construire #%). 

Notamment, pour i = 1 

xk) = (1,2). 
Si, pour k = 2-1, l’ordre {27 1) est déjà déterminé : 
221) = (#2, #3; es Xos-1), 
on pose alors 
HD = (23, 241 —2%, #0, 2412, ..., 241 —%05-1). (21) 
En particulier, pour i = 2, 3, 4 on obtient successivement 
(1, 4,2, 3) ; (1, 8, 4, 5, 2, 7, 3, 6) ; 

(1, 16, 8, 9, 4, 13, 5, 12, 2, 15, 7, 10, 3, 14, 6, 11). 

Avec l’ordre de disposition (21) des paramètres d’itération les nombres 
À et B des inégalités (19) et (20) peuvent être pris indépendants de k et de /. 

L’algorithme d’ordonnancement des paramètres de Samarski est un 
peu plus compliqué, mais £ n’est pas nécessairement une puissance de 2. 
Ce nombre peut être de la forme k = (2j+1)2'. Au leu de (19), (20) on a 
d’autres estimations garantissant la stabilité dans un certain sens. 


4. Méthode de Douglas-Rachford. Dans le schéma de directions alter- 
nées (6) du $35 le paramètre d’itération 7 sera supposé dépendre du numéro 
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du pas en posant 


ET. 

ne = + L A mn + An — PK Yn)b 
p+l_g,, 1 a + 

a E 5 Lexüan + Ayylin —P(Xms Yn)} 


UP ir = Ünir = YSmn) MNn=1,2,..., M—1. 


L’erreur £* = u*“—u s’exprimera alors par 
M1 
E* = Ÿ cp: 5) , c, = = [T2 (x) À «le rs? 
r,Sæ=l 
où 


1—27M" sin° 2 ! 
Ài(T) = —_— 11,2, 45h 


9 2 ei LE 
1-- 27 M sin AVI 


Pour k donné on estimera optimal un choix de nombres T1, Ta, ...,T& 
tel que la quantité 


max 
r, 5 


ll 2x) Ac) 


prenne la valeur minimale. Dans le cas où, au lieu d’utiliser les valeurs 
exactes de À,(7) et À.(T), on se borne à localiser ceux-ci, on voit apparaître 
un problème du type de Tchebycheff pour le produit de fonctions homo- 
graphiques, problème semblable à celui relatif à des polynômes que nous 
avons considéré au n° 2. 

La position de ce problème, comme d’ailleurs l’idée de se servir, pour 
résoudre l’équation de Poisson, du processus de stationnarisation avec un 
schéma de directions alternées, est due à Douglas, Peaceman et Rachford. 
Dans leur ouvrage de 1956 {On the numerical solution of heat conduction 
problems in two and three space variables) que nous allons exposer, Douglas 
et Rachford ont donné une résolution approchée de ce problème. Ils ont 
choisi les paramètres d’itération de façon que le nombre de pas du processus 
itératif nécessaire pour diminuer l’erreur de e fois est O(In M) et le nombre 
d'opérations arithmétiques O(M® In M). 

Montrons qu’en nous donnant un g positif, g < 1, nous pouvons choisir 
k = O (In M) paramètres d’itération T1, Te, ..., T4 de manière qu’on ait les 
inégalités 

(4, (71) 2,(t1)] _ As(te)] ... (Ame) Astx)] < 9, (22) 
ssh 2: M=l. 


Alors ||e*|) <q æ|je°;|. À condition d'effectuer les & premières itérations 
avec T1, T2, ..., tx, Puis les k itérations suivantes avec les mêmes paramètres, 
la norme de l'erreur diminue évidemment de e fois au bout d’un nombre 
(indépendant de A4) de ces tours de k = O(In M)itérations chacun. 
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Justifions l’inégalité (22) et expliquons comment choisir les paramètres 
T1. To, ..., Tk Il est évident que 


AT) <1,i=1,2,...,M-1,T > 0. 
Pour que l’inégalité (22) ait lieu, quels que soient r, s = 1, 2, ..., M—1, 


il suffit donc que pour tout i = 1,2, ..., M—1, au moins l’un des k facteurs 
At), P = 1,2, ..., k, vérifie l'inégalité 


7 


1+2r,M® sin° -— mn 


1—2r,M"® sin° _ 


LA(r,)l = < Vq. (23) 


Tous les nombres 2M® sin? nr: i= 1,2, ..., M—1, appartiennent au 
segment 
a < OST « u <2M® = b:. (24) 


Ainsi, pour avoir (22) il suffit, vu (23), que chaque valeur de y du seg- 
ment (24) satisfasse au moins pour un T, T = Ti, T2. ..., Tk, AUX inégalités 


1 
— Vq < re < Ya 


et a fortiori aux inégalités 
—Vq < 1-Tyu < Va. 


Il faut pour cela que pour chaque u du segment (24) on ait, pour un 
certain T» P = 1,2, ...,Kk, 


1—Yq < Tu « 1+Va. (25) 


Définissons u, et t, par les formules suivantes : 


p—1 
= (2) a p=1,2,...,k 
1—Yq 


ne. p=1,2,...,k. (26) 
Hp 
«: augmentant de u, à u,+1, le nombre 7,u parcourt alors le segment (25). 
Il est évident qu’en choisissant k à partir de la condition uz > b, i.e. 
b 4 
k> Aln=+1= Af2In M+in =)+1 


= (27) 
de nl LE 


1-Ya 


on obtient moyennant (26) la suite 71, T2, ..., TL Qui nous intéresse. 
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Exercices 


1. Est-il possible de choisir des paramètres d’itération 71, 72, ..., 7, tels qu'on résolve 
exactement le problème de Dirichlet aux différences au bout d’un nombre fini de pas du 
processus itératif (4) ? 

Combien d'itérations cela demande ? Peut-on généraliser ce procédé de résolution 
au cas où on ignore les valeurs exactes de u,,? 

2. Expliquer le mécanisme de l'instabilité numérique qui se propage en calculant par 
les formules (16) pour 

x 0 = (k,k—1,k—2,...,2,1) 


et k et M importants. 

Quels harmoniques y": ” prédomineront dans la série de Fourier pour l'erreur st 
résultant du calcul pour x# — (k, £k— 1, ..., 1) avec arrondi ? 

3. Soit À un opérateur auto-adjoint dont les valeurs propres appartiennent au seg- 
ment 0 < u,5n < H < Hs. À quelle condition doit satisfaire le nombre de condition- 
nement 7 = {4,in/Unx POUT que le processus de Richardson destiné à la résolution de 
l'équation Ax = y 

xP+i = XP—T,41(AXP—@), 
T7, = 1/Hy Hnin € UHj < Umaxs J = 1, 2, ..., k, K quelconque, étant choisi de façon arbi- 
traire, converge et soit numériquement stable ? 

4. Pourquoi dans le schéma de Douglas-Rachford, l’ordre dans lequel on utilise les 
paramètres T1, Te, ..., 7, n’influe pas de façon essentielle sur la stabilité numérique du 
processus itératif ? 

5. Sous l'hypothèse que le processus itératif de Douglas-Rachford coûte par pas en 
temps machine vingt fois plus que le processus de Richardson, établir moyennant les 
formules (15) et (27) les M pour lesquels la première méthode devient plus puissante. 


837. Méthode de Fédorenko 


R. Fédorenko a proposé (Zh. Vychisi. Mat. i Mat. Fiz. 1, n° 5 (1961)) 
une technique de résolution par itérations des problèmes elliptiques aux 
différences, qu’il a appelée méthode de relaxation. Avec cette méthode, 
la norme de l’erreur initiale est diminuée de e fois au bout de cM® opérations 
arithmétiques, M étant le nombre de pas dans une direction et c une cons- 
tante indépendante de M. Rappelons que le coût correspondant du 
procédé le mieux convergent parmi ceux que nous avons examinés (et en 
général parmi tous les procédés connus), à savoir de la méthode de Douglas- 
Rachford, est de O((In M)M°) opérations arithmétiques. 

Le domaine d’applicabilité de la méthode de Fédorenko est presque le 
même que celui de la plus simple méthode de stationnarisation. Une con- 
trainte supplémentaire est la « régularité » des premières fonctions pro- 
pres, condition qui est en général remplie pour les problèmes elliptiques. 

Dans des exemples simples, l’économie de temps machine en comparaison 
d’autres méthodes itératives, les meilleures en ce qui concerne la vitesse de 
convergence, est parfaitement mise en évidence dès M = 50. Il ne faut 
pas oublier que la logique du calcul dans la méthode de relaxation est 
beaucoup plus compliquée que disons pour le schéma de Richardson, et le 
temps machine dépend donc essentiellement de la qualité du programme. 

Pour la plus simple estimation de la vitesse de convergence (pour l’ap- 
proximation aux différences de l'équation de Poisson dans un domaine 
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carré sur un réseau carré, les valeurs de la solution sur la frontière étant 
données) voir Fédorenko, Zh. Vychisl. Mat. 1 Mat. Fiz. 4, n° 3 (1964). 

Dans son travail publié dans le Zh. Vychisl. Mat. i Mat. Fiz. 6, n° 5 
(1966) N. Bakhvalov étudie la convergence de la méthode de Fédorenko et 
obtient le même résultat pour l’analogue aux différences du premier pro- 
blème aux limites dans un rectangle pour l’équation elliptique générale à 
coefficients réguliers 

au Sea ee an à G22 ES 
Enfin, G. Astrakhantsev (Zh. Vychisl. Mat. 1 Mat. Fiz. 11, n° 2 (1971)) a 
abouti à un résultat analogue pour l’approximation aux différences du 
troisième problème aux limites relatif à l’équation elliptique auto-adjointe 
dans un domaine bidimensionnel arbitraire de frontière régulière. 

Les justifications étant assez lourdes, nous nous bornerons à décrire 
l’idée de la méthode et l’algorithme de Fédorenko en renvoyant un lecteur 
désireux de connaître les démonstrations aux travaux en question et à 
l’article de synthèse de Fédorenko dans Uspehi Mat. Nauk 28, fasc. 2 
(1973). 


TR, pois “ ne 2 +au = = fo. 


1. Idée de la méthode. En résolvant itérativement le problème 


an PXm Yn) = 0, mn=1,2,...,M-—1, ü) 
Un | = P(Smn) 
prenons pour point de départ le simple processus de stationnarisation (4) du $ 35 
url = ur, + TA Ex n)), mn = 1,2, ..., M1, | o 
UP ]r = YSmn),  {U%A} donné, E 


qui converge fort lentement dans son ensemble, mais non uniformément pour différents 
harmoniques. L'erreur €? = ur—u s'écrit, conformément à (10) du $ 35, sous forme de 
série finie de Fourier 


EP — Di (4. (x)Petptr », (3) 


avec c?, les cocfficients du PORRETERt de l'erreur €° = u°—u sur l’approximation 


d'ordre zéro et À,, — 1 —4T7M° (sin + 5M + sin° >) Les nombres À,, se situent sur le scg- 
ment Adele ee À es À sroites où 


grotte = 1,1 © 1— 2%. 


Posons 
3 
TT # 
Si dans cette condition l’un au moins des nombres r ou s cest supérieur à M/2, alors 
12, ni 0,6. (5) 


Aussi la contribution des harmoniques y": * hautes fréquences, r — M/2 ou s — M/2, 
19— 20013 
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dans l'erreur (3) diminue presque de moitié à chaque pas du processus itératif pour devenir 
bientôt insignifiante. Après plusieurs itérations par la formule (2) l'erreur &? ne contient 
comme partie essentielle que la composante régulière (les harmoniques y": ‘, r < M/2, 
s < M/2) parce que les harmoniques y": * basses fréquences ont pour facteurs les nom- 
bres À, plus proches de l'unité. La contribution du premier harmonique y!: 2 diminue 
tres lentement : pour 7 choisi 


(& 1). (6) 


Désignons par U l’approximation ur obtenue au cours des itérations (2) et par v l'erreur 
ep = uP—u = U-—u. À supposer v connu, nous aurions trouvé la solution cherchée 
u = U-—v. Or nous ne connaissons rien de v sinon qu’il vérifie l'équation 


A,v = ë, vÎr — 0, (7) 


où ë, fonction connue définie sur le réseau, est le résidu obtenu par substitution de u’ = U 
dans (1) : 
Ê = Ajur—p = Ajur— Au = Aj{u-u) = A,v. 


Si le problème (7) de définition du terme correctif v est plus simple que le problème 
de départ (1), c’est uniquement en ce sens qu’on connaît d'avance que v est une fonction 
régulière. Voulant définir v on considère donc de façon approchée, au lieu de (7), le même 
problème sur un réseau de mailles deux fois plus grandes qui (pour M pair) est une partie 
du réseau initial : 

Anv° =E, v*|re = 0. (1°) 


On a marqué par l’astérisque les quantités sur le réseau plus lâche. Résolvons le problème 
(1*) par itérations à l’aide des formules 
Cnprtt = (om) + Tr lave) Em), mn = 1,2, ..., M°—1, 
(uan)P+llre = 0, 


en acceptant pour approximation d'ordre zéro (v,)° = 0. Ici M*° = M/2, T° = 


= 14 MX = âr. 

Chaque pas des itérations (2*) exige quatre fois moins d’effort que celui des (2) étant 
donné que les points de calcul sont quatre fois moins nombreux. De plus, vu 7* = 4r, 
la composante à décroissance la plus lente de l’erreur s’amortit plus vite. Conformément 
à (6) 


(2°) 


37° 37° 
RE UD RE TE 

et la contribution de yt1: ! s’amortit de e fois au bout d’un nombre d'itérations quatre 
fois plus petit. Notons F* le résultat des itérations (2°) ct interpolons-le (linéairement) 
sur le réseau initial. Les composantes régulières seront obtenues quasi exactement. L'erreur 
due à l’interpolation sera faible devant la fonction régulière à interpoler, mais son-dévelop- 
pement de Fourier contiendra tous les harmoniques (l'erreur d’interpolation est non 
régulière à cause des inflexions aux points d’interpolation). En outre, la composante non 
régulière de V* sans rapport avec la correction cherchée donne également par interpola- 
tion une contribution aléatoire dans la composante non régulière de la fonction F obtenue 
par interpolation. Ainsi, la composante régulière de la différence U — F est proche de 
celle de la solution cherchée u = U—v, mais la composante non régulière n'est pas très 
petite et elle est aléatoire. 

Il faut donc faire plusieurs autres pas du processus (2) en prenant U—V pour ap- 
proximation initiale. Les itérations (2) réduisant d'environ deux fois par pas la composan- 
te non régulière de l'erreur, qui est due à l’interpolation, celle-là s’amortit rapidement. 

2. Description de l’algorithme. L’accélération de la convergence, résultat de l’utili- 
sation d'un réseau plus lâche et du processus itératif (2°), peut se trouver insuffisante. Pour 
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M grand (réseau fin), le problème (1°) sur le réseau plus lâche reste laborieux. On le 
résout donc par passage à un réseau deux fois moins serré; en résolvant le problème sur 
un réseau quatre fois plus lâche, on utilise de nouveau la duplication de la maille et l’aug- 
mentation de +, et ainsi de suite. Dans ses expériences, Fédorenko utilise un réseau non 
pas deux mais trois fois plus lâche. Pour M = 100 deux augmentations de ce genre suf- 
fisent. Supposons pour plus de simplicité que M = 2? i.e. M est une puissance de deux. 

Faisons plusieurs pas d’itérations (2) sur le réseau initial afin de « lisser » l'erreur. 
Celle-ci étant inconnue, on suit ce processus sur le résidu À,u? —-@ qui est lissé lui aussi. 
Stockons le résultat U = u’. Considérons pour la correction v le problème sur un réseau 
plus lâche, faisons plusieurs itérations (2°) dans le but de lisser « la correction de la cor- 
rection » et stockons dans la mémoire le résultat F* (il occupe quatre fois moins de place 


que U). La correction de V* se calcule en considérant le problème sur un réseau deux 
fois moins serré, en effectuant plusieurs itérations de pas T°* = 47° = 16r et en plaçant 
le résultat Ÿ** en mémoire. Ce processus de calcul des corrections sur des réseaux dont 
la maille continue d'augmenter de deux fois est répété A fois tant qu’on n'obtient pas 
le réseau le plus lâche et la correction PV”. 

Procédons ensuite en sens inverse. À partir du réseau le plus lâche interpolons la 
dernière correction P{*”? sur un réseau deux fois plus fin, portons cette correction inter- 
polée dans P(4-1)°) et effectuons plusieurs itérations pour amortir l'erreur due à l’inter- 
polation. Interpolons le résultat de ces itérations sur un réseau deux fois plus fin, précisons, 
ce résultat aidant, la correction P(*-%°) conservée en mémoire pour ce réseau, faisons 
plusieurs itérations et interpolons. A l’avant-dernier pas on obtient, en corrigeant Ve et 


en itérant plusieurs fois, la correction V* qu’on interpole sur le réseau de départ. Plusieurs 
itérations (2) sur U— V nous donnent enfin le résultat. 
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CINQUIÈME PARTIE 


STABILITÉ DES PROBLÈMES AUX LIMITES 
AUX DIFFÉRENCES ÉVOLUTIFS EN TANT QUE 
BORNE DES NORMES 
DES PUISSANCES D’UN OPÉRATEUR 


Dans les parties précédentes du livre nous avons accordé une grande 
attention à la stabilité des problèmes aux limites aux différences Lu") — 
= f 4), Nous avons notamment étudié la stabilité de certains schémas aux 
différences approchant le problème de Dirichlet relatif à l’équation de Pois- 
son. Ce problème est stationnaire : sa solution ne dépend pas du temps. 
Nous nous sommes cependant centrés sur des problèmes d’évolution pour 
les processus se déroulant dans le temps tels que la propagation de la chaleur 
ou des ondes. Les procédés d’étude des problèmes aux limites aux différen- 
ces évolutifs sont mieux élaborés, ce qui s’explique en partie par la possibilité 
qui s’offre souvent de considérer des états stationnaires comme le résultat 
de la stabilisation des processus évoluant dans le temps. 

En étudiant la stabilité des problèmes aux différences évolutifs nous 
avons utilisé le principe du maximum, les inégalités de l’énergie, les critères 
spectraux et d’autres procédés. Toutes ces techniques utilisent implicitement 
la structure particulière des schémas aux différences évolutifs en vertu de 
laquelle la solution #{*? est donnée à l’un ou à plusieurs niveaux de temps 
initiaux, puis elle se calcule pas à pas aux niveaux suivants. Ce caractère 
stratifié des schémas sera traduit par leur écriture : nous ferons correspondre 
au schéma aux différences un opérateur linéaire R, qui permet de passer 
des valeurs connues à un temps donné à des valeurs inconnues au niveau 
suivant. Le choix de cet opérateur peut être divers. Nous allons le choisir 
de façon que la stabilité du schéma soit équivalente à la borne des normes 
de ses puissances. Cela permettra un point de vue unique sur les procédés 
examinés d’étude de la stabilité des problèmes aux limites aux différences 
évolutifs qui seront considérés comme ceux d’étude des propriétés des puis- 
sances de R;. Moyennant ce choix de R;, on formulera également la notion 
de spectre d’une famille d’opérateurs aux différences et le critère spectral 
de stabilité des problèmes aux limites aux différences non auto-adjoints. 
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CHAPITRE 12 


CONSTRUCTION DE L’OPÉRATEUR DE PASSAGE 


838. Structure stratifiée des solutions 
des problèmes évolutifs 


Dans tous les exemples ci-dessus de schémas aux différences évolutifs 
Lun = f (1) 


on a défini les valeurs de la solution ##) à un ou à plusieurs niveaux de 
départ du réseau. Quant à ses valeurs aux niveaux suivants, elles se sont 
définies de proche en proche à partir des équations formant le problème 
aux limites (1). Nous entendons par niveau l’ensemble des points du réseau 
D, situés sur la droite (ou dans le plan) ? = const. Nous supposerons dans 
la suite que les schémas considérés (1) possèdent ce caractère stratifié. 


EXEMPLE 1. Soit le schéma aux différences 


+1 
ee — Au + EX lo) 
UE = pilh4n) UM = Yolh41) Un = W{Xmn), @) 
m=0,1,...,M; p=0,1,...,[T/t]-1, 
approchant le problème de propagation de la chaleur 

) 0° 

= 5e +90 1), O<x<1i1,0<17<T, 

u(O, 5) = pif), u(L, 2) = par), u(x, 0) = px), ®) 


O=<x= I. 


Connaissant les valeurs de 41 aux points du niveau r = 1, = pr, i.e. 
connaissant la fonction discrète 


uP — {up}, m = 0, le Léa M, (4) 
de l’argument m, on peut calculer successivement les valeurs des fonctions 
uPti = fupti} uP+?,... à l’aide de la formule 

up = (ru + ru 1 + uk 1) +74 Xm ln). (5) 


La fonction 1 = {uf,} = {y(x,)} est donnée. 
Ainsi, la solution #4) définie sur le réseau à deux dimensions 


(Xm D) =(mh,pt), m=0,1,..., M; p=0,1,...,[T/r] (6) 
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du plan Oxr s’est décomposée de façon naturelle en une suite de fonctions 
u°, ul, ...,uP, p = [T/{t], (7) 


définies sur les réseaux unidimensionnels. Les réseaux à une dimension sur 
lesquels sont définis w, p = 0, 1, ..., p, sont les mêmes pour tous les p 
(fig. 46,a), de sorte qu'il s’agit en fait de divers exemplaires d’un même 
réseau (fig. 46,b). 

£ Considérons l’espace vectoriel U” de 

uf fonctions définies sur ce dernier réseau 

uJ (fig. 46,b). 11 comprend en particulier les 

fonctions u?, p = 0,1,...,p.Cetespace 


uË 
vectoriel étant supposé normé, la norme 
2) u{ de l'élément u = {uo, u1, ..., um} peut 
tre définie par exemple par l’une des 

U] 1 égalités 

u? ju] T marie, 
})) | M TA (8) 
Fig. 46 ul = (r Ÿ luni?) : 


La définition de la stabilité et de la convergence fait appel à la norme 
1#4h)||u, de la solution du problème (1). Nous n’utiliserons que des normes 
[1##]||u, qui tiennent compte du caractère stratifié de la solution w), à 
savoir 

lu, = max ||w||, (9) 
P 


p parcourant les valeurs p = 0, 1, ..., [T/t}, 1.e. les valeurs telles que les 
domaines de définition des fonctions uw? = {u?} appartiennent à celui 
bidimensionnel de wi), 


EXEMPLE 2. Considérons l’équation aux différences 
un +Um TO Uni etes 
ee = P(Xms 1), | (10) 
m=0;<Tl,:..;: p = 1,2,...,[T/t]-1, 
l'analogue aux différences de l’équation différentielle 


D = gx 0). O<1<T, —o<x<. (11) 


Contrairement à l’exemple 1, la solution :4* de (10) n’est pas définie par 
ses valeurs aux points du niveau # = pr, et pour la définir 1l faut en connaître 
les valeurs à deux niveaux ? = pr et t = (p+1)r, 1.e. la fonction vectorielle 
(fig. 47,a) 


D = ( 


SUPER UD UPS ee ) 
. UP, uÿ  u? 


uP+l, uP+® et ainsi de suite, se définissent à partir des valeurs de w? en vertu 
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de l’équation (10). On prend donc £ 
pour espace U, l’espace de fonctions _ 
vectorielles (fig. 47,b) 
(2 bo “ht u° 
U = ut 
+ A1 no A1..., 4) 70 
muni d’une norme ul}. Signalons T 
quelques propriétés de celle-ci. U) 
La solution de l’équation difié- 
rentielle (11) est définie par deux à) RÉ RE | 
fonctions à + + — 
u(x, to) et 2e 1 Fig. 47 


dont les analogues aux différences sont les fonctions discrètes 
ss UP aUEs UP: 
et 
2h Ur US =Uÿ UT -u 


.., 7 ’ z ’ 7 9... 


Toute norme naturelle dans l’espace U, doit donc dépendre des deux 
dernières fonctions. On pose par exemple 


ban 


ul} = supa,|+sup | ?== 


ou 
t 0 | 1/2 
Hull = [HE (lami+ = 1bm—ami?)] 


Une fois l’espace U, muni d’une norme, on met automatiquement par 
la formule (9) une norme sur l’espace U, de fonctions définies sur le réseau 
bidimensionnel : 

u}}u, = max ||uP ii. 
P 


Le numéro p parcourt toutes les valeurs p = 0, 1, ..., [T/t] pour lesquelles 
les domaines de définition des fonctions vectorielles discrètes appartiennent 
au domaine bidimensionnel de définition de u®). 
Avec l'hypothèse faite d’utiliser toujours les normes de la forme (9), 
l'inégalité 
CONPAENAITAOUS 
qui signifie qu'il y a stabiité si l'opérateur L, est linéaire, équivaut à l’inégalité 
up] < cf, 


pour tous les p pour lesquels ? est défini. Ce fait s’avère utile dans l’étude de 
la stabilité. 
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Exercices 


1. Indiquer l’espace VU, pour le schéma aux différences 
ur+li— 


Un Un = Au? Pen + intn + PX me Vas AE 


T 

Un Îr — 0, Un = PÜXm Ya) 

mn=1,2,...,M—1; Mh= 1, 
p=0,1,...,{T/r]-1, 


(Xnr ns 9) = (mh, nh, pr), Test formé des points du réseau qui sont situés sur la surface 
latérale du parallélépipède 0O<x,y<l.0&</«<T. 
2. Indiquer l’espace U{ pour le schéma de décomposition aux différences 


ul ÿ 

se = A UPTILOX,., Ye Lo), | 
un — Un = 

A = A mms 


Unnlr = Ünnlr = 0, Un = PXxns ah 
mn=1,2,...,M-1; Mh=1; p=0,1,...,{T/r]-1;: 


l'est la surface latérale du parallélépipède 0 & x,yæ<1,0<1<«T. 


839. Ecriture des problèmes aux limites aux 
différences sous forme u?+! = Ru + To’ 


1. Forme canonique. Mettons le schéma aux différences 


_— _ Rite =9?, m=0, +1, ..., | 
= y» P=0,1,...,[T/t]-1, j 


relatif au problème 
U—ux = EUX, D, O<1<T, 


u(x, 0) = y(x), —<x<e, 
sous forme 
uPtl= {(l—-rhuk+rur.:}+tyh, | «b 
U, = Ym, Fr =T/h. 
En posant 
Va = (Put Umin Om = Pr (2) 


récrivons-le comme suit : 
uPti = vP+tlhzpp, 9. —= Vrn- 
Le terme v?*! est bien défini par u? = {u?} et on peut donc l'écrire 
vrti= Ru, 
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Ry étant un opérateur qui fait correspondre à chaque fonction discrète 
uP E U, la fonction discrète +1 € U; par la formule (2). L'écriture (1) 
devient alors 


(3) 


uP+1 = R,uP+ToP, 
u° donné. 


Dans le présent paragraphe nous illustrerons sur d’autres exemples la réduc- 
tion des problèmes d'évolution de la forme 


Lu) = fu (4) 


à la forme (3). Nous établirons que si cette réduction satisfait à certaines 
exigences naturelles, la stabilité de (4) sur le segment 0 = 7 = T équivaut 
aux inégalités 

l'RP|II<K, p=1,2,..., [T/r], ne) 


K étant une constante indépendante de h, et nous ramènerons donc l’étude de 
la stabilité à l’évaluation des quantités || RP ||, 1.e. des normes des puissances 
de l’opérateur de passage Ry. 

Des constructions et analyses analogues ont été faites aux paragraphes 
15 et 16. Rappelons qu’au $38 l’étude de la stabilité a été ramenée à l’examen 
des inégalités 


lu] < ci f@IR. (6) 


Nous avons notamment établi que la stabilité équivaut à l’existence d’un 
nombre c indépendant de h et f' € F, et tel que l'inégalité (6) soit vraie 
quels que soient p, p = 1,2, ..., [T/t]. 

Passons maintenant à l’exécution du plan esquissé et commençons par 
un exemple de réduction d’un schéma aux différences à la forme (3). 

Soit le schéma 


UT Un Uni Um mn) 
PR  — = Ph 
pP=0,1,...,[T/t]-1; m=1,2,..., M—I1, (D) 


uÿ = ÿ1()s uÿ4 LE Ya(L)) p°— 0hiass [TT], 
2, = w(mh), m = 0,1, ..., M. 


Il est clair que les conditions de compatibilité y1(0) = y(0), y2(0) = y(1) 
doivent être remplies. En vertu des conditions du problème 1° = {uf,} est 
donné et les fonctions u!, u®, ... se calculent de proche en proche. A cette 
fin 1] faut récrire l’équation aux différences du schéma (7) : 


uPTi = (l—2r)ur +r(ur_;+uh.:)+7tpe, 


TE m=1,2,...,M-—1; p=0,1,...,{T/r]-1, 


et utiliser les égalités 


uÿt} = Ya(D+1) uÿf" = Polo +1). 
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Prenons donc pour U, l’espace de fonctions discrètes 
U = {uo, Ui, ..., um} 
avec pour norme 


ui] = max|u,i. 


Mettons le problème aux limites aux différences sous la forme 


uP+l = R;uP+Ttopr, & 
u° donné, @) 


R, désignant un opérateur qui fait correspondre à tout élément a = {a,,} de 
U,; un élément b = {b,,} du même espace conformément aux formules 


bo = Go, 
b, = (1 —2r)an+ r(Gn-1+ Gm+1) m = 1, 2, ….. M—1, (9) 
bu = A. 


Pour ce choix de l’opérateur R; la fonction discrète p? de U, 
0° = (05, of, ..., 0} 
se définit par la formule 


[4 ou Le 
pP = (een n0), œf, nes Ph-1 


p=0,1,...,[T/r]-1. 


T 9 


Nous avons ainsi réduit le schéma aux différences considéré (7) à la forme 
(3). Nous nous proposons d’utiliser cette écriture de problèmes aux limites 
aux différences pour étudier la stabilité. Mais pour que les inégalités (6) 
traduisant la stabilité aient un sens, il faut définir la norme || f#||;.. 
Dans notre exemple le problème (7) s’écrit comme (4) à condition de poser 


UT UR  Unyi 2m +Um 
T h° : 
Lu) = uÿ*1, p=0,1,...,{[T/t]-1, 
uÿÿ}, p=0,1,...,[T/t]-1, 
u°,, m=0,1,..., M, 
E(Xms Eh M=1,2,...,M-—I1, 
f® = | ÿa(foa1),,  pP = 0, 1,..., [T/t]—1, 
pa(th+1), p=0,1,...,[T/t]-1, 
UN); m=0,],..., M. 


m = 1,2,..., M—1, 
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La norme :|f ||}, sera définie par légalité 


PiCoe 1) Gp)! 4 


IFMILRe, = max|q(x,, 4)|+ max |y(x,)|+ max 
m, P m P 


Pa(lp+1) — Pa) 
+ max Te : 


P 


(10) 


2. Stabilité en tant que borne uniforme des normes des puissances de l’opé- 
rateur R;. Formulons deux conditions qu’il faut imposer à la réduction 
d’un schéma aux différences (4) à la forme (3) pour pouvoir affirmer que 
si les inégalités (5) sont vraies, 1l y a stabilité. 


CONDITION 1° On a les inégalités 
l'opil < K1llf@]Ir, 


avec K\ indépendant de h et f® et p parcourant toutes les valeurs pour les- 
quelles oP a un sens. 


CONDITION 2° On a l'estimation 
[ui < Kellf@Ir, 


avec K2 une constante indépendante de h et f®). 

Les conditions 1° et 2° exigent un choix concordant des normes dans 
les espaces U, et F, et de R; (la forme du vecteur p? dépend de façon unique 
du choix de l’opérateur R;). Notons que nous avons bien ces conditions 
dans l’exemple considéré de réduction du schéma aux différences (7) à la 
forme (3). Pour s’en convaincre il suffit de comparer les normes des fonctions 
discrètes p? et u° 


lgril = max|05] = max (| Pen | Loc, s), 
{ = 
.. Ip(xm-1 th)l, | Pet tee |), 
u°]] = max|u,| = max|y(x,)| 


avec l'égalité (10) définissant la norme || fi. 
Les nombres K et K: de notre exemple sont supposés égaux à l'unité. 
Démontrons que si la réduction du problème aux limites aux différences 
(4) à la forme (3) remplit les conditions 1° et 2°, la condition suffisante de 
stabilité du schéma (4) est qu’on ait les estimations (5). Il faut montrer que 
les estimations 
Ju? < KalNfOiR, 


K3 étant un nombre indépendant de h et f 4), sont satisfaites pour tous les 
P, P = 0, 1, ..., po, pour lesquels les domaines de définition des fonctions 
u? appartiennent à celui de la solution w”). 
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L’équation 
uPti = Ryur+ro, p =0,1,..., po—1, 
entraîne 
up = RiuPi+ Top = R(RuP + TOP) + TOP = 


= R£u°+T(R£ 100 + R£—*oi+ ... +oP-1), p=0,1,...,po. (11) 


Par hypothèse, 
IREI|<X, 1=0,1,...,[T/r]. 


Cette inégalité et l’égalité (11) impliquent l’estimation 
ul] < KT +rK(el+ le + ... +1lor-111). (12) 
Compte tenu des conditions 1° et 2° en vertu desquelles 
lol < Kilf® rs = 0,1, ..., po—1, 
[AI < Ke FOI, 
l'estimation (12) peut être remplacée par 
url < (KK2+TPKK1) Pr, < K(K2+ TK) SO Ir, = CFA, 


où le nombre c = K(K2-+TK1) est indépendant de h et f 4). 

La stabilité est démontrée. 

Utilisons le critère suffisant de stabilité que nous avons démontré et 
montrons la stabilité du schéma aux différences (7) pour r = t/h? 1/2. 

Assurons-nous notamment que l’opérateur R,; que nous avons introduit 
par les formules (9), lors de la réduction du schéma aux différences (7) à la 
forme canonique (3), vérifie l’inégalité ||R;|| < 1 et donc l'inégalité 
IL RP|| & || R;l!?7 < 1. Pour r < 1/, on a les estimations 


[bol = aol <max|a,| = ||a|| 
bal = |(—2r)as+r(as-1+ Gm+1)| < (1—2r+2r) max|a,,| = ||a||, 


lbmi = laml <max{a,| = ||al! 


d’où il découle que ||b!| = || Ra|| <||a||, 1e. ll R;!| < 1. Ainsi, le critère 
suffisant de stabilité est satisfait pour r < 1/2. On montre qu’il n’en est pas 
ainsi pour r = t/h? > 1/+. Une question se pose alors : la stabilité ne dis- 
paraît<lle également pas dans le cas général où les inégalités || RP|| < K, 
p = 1,2, ..., [T/r], cessent d’être justes ? I1 s’avère qu’en effet les inégalités 
|| RP|| < X ne sont une condition nécessaire de stabilité que sous une con- 
dition 3° que nous allons énoncer sous une forme générale et qui est remplie 
dans l’exemple considéré. 


ConpiTioN 3° Supposons que le problème aux limites aux différences (4) 
est ramené à la forme (3). Prenons une fonction i® € U, et construisons les 
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fonctions discrètes ü!, u?, ..., up, ... d’après les formules de récurrence 
uP+1 = Rjup. La famille de fonctions discrètes {4}, p = 0, 1, ..., [T/t], dont 
chacune est un élément de U;, constitue une fonction discrète 4%) de l’espace 
U;. Calculons pour celle-ci f 4), 

fN = Lun), 


Nous dirons que /a réduction du schéma aux différences (4) à la forme canoni- 
que (3) satisfait à la condition 3° si l’on a une estimation de la forme 


FOIE, < Ka 111], 


où la constante K; est indépendante de 8 € U, et de h. 

Convainquons-nous de ce que la réduction de (7) à la forme canonique 
(3) remplit la condition 3°. En effet, en nous donnant une fonction arbitraire 
1 = {4}, nous trouvons 


Pm=0, P=u PE = Us  Pm = Um 
Pour notre choix des normes, nous avons l'égalité 
FAI, = 118011. 


Démontrons maintenant que si, en ramenant le schéma aux différences 
(4) à la forme canonique (3), nous remplissons la condition 3°, pour que ce 
schéma soit stable sur le segment 0 </-<T, 1l faut avoir les estimations 


(S) : 
IR£IT < K, p=1,2,..., [T/r], 


K étant un nombre indépendant de h. 
Si le critère formulé n’est pas vérifié, il existe pour tout K des h, po et 
une fonction &° tels que 


MR] > Ke] (2 > Ka?) 


En construisant à partir de w les vecteurs & (|[u”]| — K||1#]||) et en 
formant avec &? la fonction discrète 4%), nous concluons, compte tenu de la 
condition 3°, que pour cette fonction 


FOI < Ks1181] (FM = Lan). 
De plus, 
a®llu, = max|læ|| > [ürell > K]1#11. 
P 


Il est donc clair que 
= K 
Pl, > IT 


K étant arbitraire, cette inégalité signifie la stabilité. 
Dressons le bilan du présent paragraphe. Nous avons montré qu’en 
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ramenant le schéma aux différences L;u(#) = f (5 à la forme (3) 
uPt+til — R;uP+TtoPr 
u° donné, 


on peut ensuite utiliser l’opérateur R; pour étudier la stabilité. Nous avons 
notamment démontré le 


THÉORÈME. Si en ramenant le schéma aux différences (4) à la forme (3) 
on remplit la condition 3°, la condition nécessaire de stabilité est qu’on ait 
l'inégalité 

RE < K, p=1,2,..., [T/r], (13) 


avec K un nombre indépendant de h. Si la réduction en question se fait dans 
les conditions 1° et 2°, les estimations (13) suffisent pour avoir la stabilité. 

Nous voulons attirer l’attention du lecteur sur le fait qu’en général la 
décomposition de la fonction u(#) et la réduction du schéma aux différences 
à la forme (3) peuvent s’effectuer de diverses façons. Nous ne nous y arrête- 
rons cependant pas (voir $14 où la discussion correspondante porte sur des 
schémas aux différences pour les équations différentielles ordinaires). 

3. Exemple. Nous voulons terminer ce paragraphe en examinant le 
schéma aux différences implicite suivant : 


ut un ut 2unti+uni] p 
ms 
m=1,2,...,M-—1; p=0,1,...,[T/r]-1, (14) 


u,=Yy» m=0,..., M, 
uÿT1 _ Ya +1)s uÿ"! — Pa(lh+1) P —_ 0 NA CCE | [T/r]-—1, 


pour le problème de la chaleur 


L- DE px, L), 
u(x, 0) = (x), (15) 


u(O, #) = y1(),  u(l, ?) = par), 
O<1<T, 0O<x=<l. 


Ce schéma a été étudié en détail au S28. 
Acceptons comme w? le vecteur u? = (uÿ, u?, ...,u®%,) de norme ||u”|! = 
= max |u#|. La solution au (p+1i)-ième niveau s’écrira sous forme de 
m 
somme 
uP+l = yP+tltzpp, 
où 


vi (uiti vftl, vit) et 0° = (06, of, ..., of) 
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sont également solutions des systèmes auxiliaires d’équations 
vgt = ug = y(r,), 
roBtà (14 2n)08t+rontt = —ur, ” 
m = 1,2,...,M-1, 


vh — UM — LA CA , 
_ Paip+1) — V1) 
of — ee ’ 


ro2,1—(1+2n)02+ro2_, = p#%, m=1,2,..., M-—1, (17) 
o2, = VaCp+)- 09) | 
Prenant le premier système pour définition de l’opérateur R; posons 
vP+tl = Riu. 
Si ||f® |[r, se définit toujours par l'égalité (10), la condition 1° 
IoPIl < Kill FOI, 
découle de l’estimation 


Palo 1) — Vif) 
IT AIR max | a 


| Pains 1) — Pal) 
’ T 


| max (9 | 


vérifiée par la solution {02} du système (17) en vertu de (7) du $4. Cela 
étant, on a K1 = I. 
La condition 2° 
421] < Ke FOIE, 


est remplie elle aussi en vertu de (10) parce que #, = y, et 1l est évidemment 
possible de poser K2 = 1. Au $28 nous avons démontré l’estimation 


jvét1] < max|u| 
mm 


qu’on peut interpréter comme les inégalités 
Ru] <llull, [TRI] « 1, 
d'où 
RFI << K = 1. 
Nous avons reproduit le schéma de démonstration de la stabilité du 
$28 et montré qu’il coïncide avec le schéma proposé. L'exemple considéré 


est intéressant sous un autre rapport encore : il utilise un procédé assez 
ardu de construction du vecteur p?. 
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1. Pour le système d'équations de l’acoustique 


+4 D = px 0) —æœ<X<æ,0</<T, 
mx, 0) = (x), — œ< X <oo, 
PO) 
ae = (en #0 = (ou) 


réduire à la forme canonique (3) le schéma 
u2ti-ur + A ur 01 re 


T 2h 
ee A'(u2, ;, 1 — 2u2 + u2_:) _— P Xe 1) @) 
us = p{x.) 
en faisant u” = {u?}. Vérifier qu’en choisissant les normes par les formules 
Na, = max lui, HET, = max [llgil, max Ilp?11] 


où 
url = SA É+ImeE), DIE = À ApiGmh)+1y.(mh)l), 
PAIE = D (pitrm, LB) + 1PaXm BI) 


nous vérifions les conditions de réduction 1° à 3°. 

Démontrer que lorsque r & 1, le schéma aux différences (+) est stable et qu'il est 
instable pour 7 = 1. 

INDICATION. Pour évaluer les normes || R?{| passer en variables 


10? = Un tr Wns 1: Un Wm 


dites invariants de Riemann, et utiliser le critère spectral du n° 4 $25. 
2. En posant 


gti 
PEER 
vx 
6 a 2P+1— y? Ed 
ul = SI É+ | |, 
L m T 


gr = Digg, pl = Xi), 


ue llos = max ||w?||, 
P 
EPL = [lpoll+1lpill+ max ||g?]|] 
?»? 


ramener à la forme canonique (3) le schéma aux différences 
Peut th 2e tE y 
p=1,...,{7/r]-1, 


29 = VotXm) Ch = TYUXn) + POXm), M = 0, +1, ..., | 
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qui approche le problème de Cauchy 


dv Ov 

Sea pm —æ<x<e, O<1<T, 
Où x, 0 

vx, 0) = px), Ce Lei: — œ< X<o, 


a) Vérifier que les conditions 1° à 3° sont remplies. 
b) Démontrer la stabilité du schéma pour t/h = r « 1 et son instabilité pour t/h = 
=pr> 1. 


840. Utilisation des solutions particulières 
pour construire l’opérateur de passage 


Nous avons parlé au $39 de la réduction du problème aux limites aux 
différences 
Lué® = fu (1) 


à la forme 


2 
u° donné. @) 
Ceci étant, l’opérateur R, est choisi de différentes manières. En réduisant 
à la forme (2) on veut juger de la stabilité d’après les estimations des || RP||. 
On a montré que l’estimation 


ITR£I| < K, p=1,2,...,[T/t] (3) 


garantit la stabilité si R; et les normes sont choisis de façon qu’on ait les 
conditions 


uPtl= RyuP+Tor, | 


1° Ilo?il < Killf Ir, 
où p parcourt toutes les valeurs pour lesquelles p? est défini ; 
2 [01] < Ke FAIrS. 


Dans les exemples du $39 on a réussi à choisir un R, suffisamment simple 
tout en garantissant les conditions 1° et 2°. Il peut cependant arriver (un 
exemple en sera examiné au présent paragraphe) que la condition 1° soit 
trop sévère, ce qui exclut le choix d’un R, suffisamment simple. 

Nous allons montrer que l’estimation (3) reste une condition suffisante 
de stabilité si la condition 1° est remplacée par une contrainte 1° moins 
rigide, ce qui permet, en réduisant le schéma aux différences à la forme (2), 
de choisir un R; d’autant plus simple que l’information sur les solutions 
du problème proposé (1) est plus riche. En particulier, la structure d’un R; 
tel qu’il rende possible la réduction à la forme (2) se simplifie si on connaît 
certaines solutions particulières de l’équation aux différences figurant dans 
le problème aux limites (1). La démonstration de l'inégalité (3) entraînant 
la stabilité se simplifie en conséquence. 

Plus loin nous l’illustrerons par des exemples. Pour le moment formu- 
lons la condition 1°. 


20— 20013 
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Soit z%) une fonction discrète de U, qui dépend en général de f . En ra- 
menant le schéma aux différences (1) à la forme canonique (2) nous décom- 
posons la fonction ##) en des fonctions ur € U,. Procédons de même en 
ce qui concerne z4), décomposons-la en z? € U, et supposons que z? vérifient 
des inégalités de la forme 


IzP1l < RAIFPIES, (4) 


K étant une constante et p prenant les valeurs p = 0, 1, ..., po pour lesquelles 
zP est défini. 


CONDITION 1°. Il existe une fonction 2" vérifiant les inégalités (4) et 
telle qu’on ait les estimations 


| pp (2041 — RyzP) | < K1l| FA Ir,. 


En prenant pour z‘* sa valeur indentiquement nulle, on remplit, en plus 
de 1°, la condition plus rigide 1°. 


THÉORÈME. Si le problème aux différences (1) s'écrit sous forme canonique 
(2) dans les conditions 1° et 2°, l'estimation (3) implique l’inégaliré 


Iurll «cfa lir, (5) 
signifiant qu'il y a stabilité. La constante c peut être choisie par la formule 
c = K(2K2+2R+TKi1)+kK. 


DÉMONSTRATION. Introduisons une fonction w%) = ut) — 4) telle que 
l'équation 
uP+tl = R,uP+ToP 
entraine l'égalité 
wPti= R,wP+Tüp, (6) 
où 
np — _— >P+l1— 
GP = pP——(27*1— RyzP). 


En vertu de la condition 1° nous avons 
[él < Ki1lF® re. 


Utilisons l'égalité (6) et l’inégalité (3) et trouvons sans peine (comme 
nous l’avons fait plus d’une fois) 


well < KI]W + TK max|i6|| < K!]WwII+TKK|| fe. (D 
P 


Ensuite, 
m0] << 2(Ko+R) SI. (8) 
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Cela résulte des inégalités 
[I] = [fu0— 20) « [hui IT 201f, 
ui & KellFAIe, 
20 < AIFA IE 


dont la deuxième coïncide avec la condition 2° et la troisième avec l’inégalité 
(4) lorsque p = 0. 
La substitution de l’estimation (8) dans (7) donne 


bell << (2(K2+ R)K+TKK1]lF® Ir. 
Il reste à remarquer que 
[ul] = [lwr+zi] « [wPr [+ [zP[l 
< {[2K(K2+R)+TKKi]+R}||F M Ir, < 
< [K(2K:2+2R+TKi)+R] Sr = cf. 


La substitution de la condition 1° à 1° nous permet de diviser les diffi- 
cultés que présente l’étude de la stabilité entre la construction d’un opérateur 
R, tel que les normes de ses puissances s’évaluent sans trop de peine et la 
démonstration de l’existence de la fonction z%. En exigeant dès le début 
que la condition 1° soit remplie pour z% = O, ï.e. la condition 1°, nous 
imposons des contraintes rigides au choix de R;. Il se peut que tout R; 
choisi dans la condition 1° soit d’une forme compliquée, de sorte que l’éva- 
luation des normes de ses puissances s’avère une opération trop ardue. 
D'autre part, le fait de choisir un R, simple à l'extrême, disons unité, sans 
tenir compte du problème aux différences, laisse toutes les difficultés d’un 
seul côté (la vérification de la condition 1”, 1.e. les évaluations de la fonction 
4) qu’il est alors le plus naturel de choisir telle qu’elle coïncide avec w#)). 
L'introduction d’un tel opérateur R, et d’une telle fonction = ne nous 
avancerait pas dans l’étude de la stabilité. 

On prendra pour R, l'opérateur le plus simple possible. R, doit cepen- 
dant tenir compte des propriétés du problème aux différences L,ut = fh) 
et ce au point que la condition 1°. i.e. l’existence de la fonction zŸ), soit 
suffisamment évidente. On arrive souvent à utiliser l’arbitraire dans le choix 
de R;, arbitraire dû au remplacement de 1° par la condition moins restrictive 
1°, pour faciliter la démonstration de la stabilité. On prend alors en qualité 
de = des fonctions construites à partir des solutions des problèmes aux 
différences pour un second membre f*) d’une forme spéciale. 

Nous allons illustrer le procédé proposé par plusieurs exemples. 


EXEMPLE 1. Considérons le problème aux limites aux différences (1) de 
la forme 
P+1 — 1? P — uP 
eq, m=0,1,...,M-—1; Mh=1, 
uw =yx,), m=0,1,..., M, (@) 


uh = PO) P= 1,2, ..., (T/r]. 


20° 
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Ce problème approche le problème 
U—u, = x, 1) O<x<1, O<1<T, 
u(x, 0) = y(x), O<x<l, (10) 
u(1,1) = yat), O<t1<T, 
pour les normes définies par 
[4 lu, = max max |uÿ|, 
pm 


HFIIr, = max max|y2l+max|y(x,)|+ 
P m m 


+ max |y.(4,)|+ max PC 40) : 
P Pp 
Pour réduire (9) à la forme canonique (2) posons 
uP = (uÿ,uf, ...,uÿ), [lui] = max|u,l. 
L'opérateur R;, b = R,a, transformant l'élément a = (Go, 41, ..., am) de 
l’espace U; en l'élément b = (bo, b1, ..., by) du même espace, se définit par 


les égalités 
bn = (1—r")am+ramr1, Mm=0,1,..., M—1, | 


bm = 0, r = t/h. 
On a alors évidemment 


lé 
p? = (ge, PL +. PM-1 FC). 


Il est clair que la condition 1° 
eril < Kill P IE, 
n’est pas remplie parce que la dernière composante du vecteur pP est Pan 


et croît pour 7 — 0. (Il serait facile dans notre problème de définir un opé- 
rateur R, tel que la condition 1° soit satisfaite. J1 suffit pour cela de remplacer 
bu = 0 dans la définition de R, par by = am.)Ilest pourtant facile de trouver 
un z? tel que la condition 1° 


I 
er (284 RP] < KI FOIr, 
se trouve vérifiée. Le premier membre de cette inégalité s'écrit comme 
({,41) 1 
| (ge, PP, .s Phanrs )-GP+1— Riz?) 


Pour démontrer la condition 1° il suffit donc de construire une fonction 
£zY vérifiant l'équation 


+ (PH Run) = (0,0,...,0, Et) 
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qui se récrit comme 
2p+1 — Riz? +7(0, 0, ...,0, PiGav) | 


ou encore 
P+l = 
en [2 


HR _ÉuE L0, m=0,1,..., M1, | 
T h 
ZM = Pilp+1). 


Si pi(t}+1) ne dépend pas de #, ce problème admet une solution stationnaire 
(indépendante de p) 


(1) 


2e, =ypi= const. 


Dans le cas général y? = y.(r,) dépend de p, mais pour la norme ||f#||;, 
bornée contenant le terme Viet) , il ne peut varier brusquement. 
Aussi, bien que la fonction 2) définie par l’égalité 


ze = YA») 


ne soit pas solution stationnaire (ce n’est en général pas une solution) du 
problème (11), elle satisfait « presque » aux relations (11). A savoir 

D hp+i _ (PaUptr) = Pi) PiUp41) — Pi) 

= (zP+ RyzP) = (tr ir P » 


D re . ee 
zT ? 


Palp+ 1) — Pl») AU) ] 
4 T 7 T ° 


C’est pourquoi 


LoP—— (27+1— Riz) 


= |] (e D PiGpen) = Pit) 
T 9 


gP— PaCotn— Pi(5) ju PCotr— LUE? Lt 21022 0) | = 


<11G6, ge. gl O4] GA TG, 1, LOI <a 


La condition 1° est remplie; À = 1 et z4) vérifient l’inégalité 


Iz?11 = max |z% | <|IfAI. 
La condition 2° 
[01] Kellf Ir, 
l’est également : 
[ull = max lus Il = max |y(xn)| < IL FILE. 


Pour démontrer la stabilité qui a lieu pour + < h, il suffit de montrer que 
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|| RP]|| < 1. La validité de cette assertion découle de l’estimation || R,|| < 1 : 
[I RaÏ] = max]|a,(Î—r)+ram,:1l « max|a,) = ||a||. 
EXEMPLE 2. Abordons maintenant un exemple plus compliqué et pre- 
nons à cet effet un autre schéma aux différences pour le même problème 
aux limites différentiel (10) : 


ut — um Un+a Un OT Unsi 2 + Un 


- ee Une 
p =0, 1,  [/t]-1; m=1,2, ,M-—1, 
u9, = y(x,,), m=0,1,...,M, (12) 


uk") 7 YPa(lp+1), P = 0, l::: [T/x]-—1, 


Fr — 
= T SL LS 2 ç4, p = 0, ER [T/x]—1. 


L’équation aux différences y figurant est d’ordre deux en x et l’équation 
différentielle correspondante (10) d’ordre un. Aussi impose-t-on à la fron- 
tière gauche x = 0 (m = 0) la condition supplémentaire 


uÿti— uÿ ui — ui P 
Eh Po 
que nous utiliserons sous la forme 
ug+1 = (1-nug+ruf+1p8. 


Nous avons examiné le schéma aux différences (12) au $23, où il s’agissait 
de l’approximation. Nous y avons muni l’espace F, d’une norme de la façon 


suivante : Si 
a aux points (mh,0), m—=0,1,...,M, 


bP aux points (1, pr), p=0,1,...,[T/t], 
f = { cP aux points (0, pr), pP=0,1,...,[T/t]-1, 
œ?, aux points (mh,pt), m=1,2,...,M—l; 
p=0,1,...,[T/r]-1, 
alors 


p+l— LP 
FAI, = hmax|c?|+h max ee 
p P 


br+1— br 


T 


M 1/ 
+ (# ÿ (amie) + max |b?] + max | + max max |ç?|. 
m=0 P P P m 


Dans ce cas l’approximation est de l’ordre de h? ($23). Montrons qu’en 
choisissant la norme ||u®)||u, par la formule 


h 4 \": 
Ia ||u, = max (er+s >, lue) 
P mel 


on a pour r < 1 la stabilité en plus de l’approximation. 
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Vérifions la stabilité en ramenant le schéma aux différences (12) à la 
forme canonique (2). Posons 


uP = (up, u?, ..., uk) 
de norme 


| h w ‘1e 
lui = (Slug >, lu) 
Définissons l’opérateur R; par les formules suivantes : 
Sia = (Go, 41, ..., Am), b = (bo, b1, ..., by) et b = R,a, alors 
bo = (1—r)ao+ rai, 
r [es r r° 
Dr —_ (- 2 + + )am-1+ (1 —r)an+ ( + Jan 
m = 1,2,...,M-—I1, 


(13) 


buy = 0. 
Dans ce cas 


(941) 
op? = (ve, P£s +.) PM-1 | 


La condition 1° n’est évidemment pas remplie pour notre choix des normes. 
En effet, si par exemple 
0 aux points (1h, 0), m=0,1,...,M, 
0 aux points (1, pr), pP =0,1,...,{T/t], 
f = {1 aux points (0, pt), p=0,1,...,[7/t]-1, 
0 aux points (mh, pt), m=1,2,...,M—I1, 
P=0,1,...,[7/t]-1, 
alors 


— 


pP = (1,0, ..., 0), [el = a. FIL = 


si bien qu'aucun K ne vérifie pour tous les h l’inégalité 
e?ll = Kilf®1r,. 


Pour l’espace U, composé de vecteurs u? — (uÿ, uP, ...,u%,) et pour le 
choix mentionné des normes, il n’existe visiblement pas de R, tel que la 
condition 1° soit satisfaite, mais 1l n’en est pas ainsi en ce qui concerne la 
condition 1°. 


Avant de démontrer la dernière affirmation notons qu'avec une norme ||f‘|1,, 
obtenue en posant 


De # l/s 
IP, = max Le»1+ (4 ÿ la) + max 


++ max max |g2Z|, 
T ns m 
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l'opérateur R, défini par les formules (13) vérifie la condition 1°, mais l’approximation 
sera non pas d'ordre 2 en h, mais seulement de ?/.. Nous savons réduire le problème aux 
limites (12) à la forme canonique (2) sans changer de normes et dans les conditions 1° 
et 2° si on prend pour U, l'ensemble des fonctions vectorielles discrètes 


url 
A Pr | m0. M 


Ceci étant, on voit se compliquer la construction de R, et l’évaluation des normes de ses 
puissances. Nous nous abstiendrons donc d’une telle réduction. 


Montrons qu'avec le choix fait (13) de l’opérateur R, il existe des zP 
vérifiant la condition 1° : 


l 
go (s1— Ru) || < Kill Or 


Construisons la fonction 2% comme dans l’exemple 1 et écrivons la 
solution stationnaire (indépendante de p) du problème 


2 Em ti mn LT Zn Zum 
T 2h 2 hè | 
m — 1, 2, ... M—1, 
p+1_ P— 2p F0 
Zo 76 2120 — œpÿ 
T h 
PP — 
ZM = Y 


sous l’hypothèse de wf et y? fixés et indépendants de p. Cette solution est de 


la forme 
ae [()-() l+er 


La fonction {zf} vérifie l’estimation 
ol < RAI FOIIrS À = 2. 


En effet, 
[ze] = (214 P+A D ar) < 
< 2h max |pAl+ (14H) max 1106) < 21 FI 


Soit 
ÊP = zp+l=R,zpr, 

Puisque z? est solution d’un problème stationnaire, on écrit 
zP = R,zP+TÔP, 


= (78, 0,0, ...,0, Pie”). 
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Donc 
EP = zP+l_ Zzp4+ TOP, 
de sorte que 


a à : (5) TH iteD-nt)+1p8, m = 0, 


ee = lhget 99 [) -(S) ]+toi) -vt), 


1<m< M, 


0, m= M. 


- 1 
Les coordonnées du vecteur &? = pr &P sont, par conséquent, de la forme 


… Res SC (ge p+1_ D) su [1 (= ) |: m = 0, 


œ=l- EC À (+108) _ (=) -(=1)" ]+2. 


0O0<m<M, 


0, m = M. 
L’inégalité (= la condition 1°) 
[él = Ier (zr+1— RyzP)|| < Ki|| fr, 


est satisfaite : 


: h ,_ M-1 a 1/2 =? } p+1_ p 
Nigel = (ère +n À 1eRr) ‘< | Ram) | IEEE + 


T T 
+max|gñl «|| FOI. 
m 
En ce qui concerne la condition 2° 
Full Ke FAI, 
elle est évidente : 
ho e L Coop) 
[uo| = (nent ÿ ae) < (r ÿ ae) <|f Ile, 
mel m=0 
On termine la démonstration de la stabilité ayant lieu pour r < 1 en 
montrant que dans cette condition on a 


IIR£IT<K, p= 1,2 ..., [T/r], (15) 


avec K une constante indépendante de h. Démontrons d’abord que tout 
vecteur u = (Uo, U1, ..., Um) de composante uy, nulle vérifie l’inégalité 


Raul] < [f2Îf. (16) 
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En faisant agir R, sur le vecteur (0, 0, ..., 0, 1) on obtient ensuite le vecteur 
r r° 


(0, 0,...,0,—+—-, 0) de norme au plus égale à Yÿh. On a donc pour un 


vecteur u = (uo, U1, ..., Um) arbitraire de composante u, pas forcément 
nulle, compte tenu de (16) vrai pour un vecteur u de la forme u = 
= (Uo, Us ..., UM-1 0), 


Ru] = || Ra(o, 1, ..., Um-1, 0) +umRi(O, 0, . .., 0, 111 & 
= || Ri(to, u1, ..., Ua-1, 0)i| + um] Vh < 
< || (0, #1, ..., um-1, 0)[[+1[(0, 0, ..., um)il « 2][ul|, 
I Rh|| « 2. (17) 


Démontrons maintenant l'inégalité (15). Par définition de l’opérateur R;, 
le vecteur v = R;u possède une composante nulle vy. En utilisant (16) et 
(17) on trouve donc 


IRPull = I R£T(RA)I = [RE ol < lvl = 
= [Rull <2{[[ull,  IRÊT <2 = K. 


Ï1 reste à légitimer l’inégalité (16) dont nous sommes partis, 1.e. à démontrer 
l'affirmation suivante. 

Soit u = (uo, U1, ..., Um-1, 0) un vecteur quelconque de composante uw 
nulle et soit v = R;u. Alors ||v|| <||u||, 1.e. 


h M : 1/e h M 1/2 
E v$+h 4) «& (ur D x) (18) 
5 ml ml 
Rappelons qu’en vertu de la définition (13) de R; 
Vo = (1—r)uo+ ru, 
FE. FT 
Un = (+ un + —un+ (+ + 
m=1,2,...,M—I1, 


TVm = (. 


Signalons l’inégalité 

Un [( — + + ma + ( — um + (5 + uma] + 

“(1-r) 
4 


(1-7) 


5 u°,_ 1+ 


+ (Um-1—2Um+Umnx1)? = 


+ (1 —u+ Cr d) Un41 7 (l . Jr 14m + r(] — Un +2 


vraie pour r = |, et rear évidente 


r( La be2 ES PE Pare eu+n D 
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Pour r < 1, il est à présent facile d'établir la validité de la suite suivante 
sans ne um = 0 


0 1 — 
Za+ » æ 2 + [uo(l 7) url + D [2 me. UE, _1+ 
+(— TUE, + —— + +1 PQ — Un am + 
M 
+01 Pimtmaa] = 3 ui) ++ À u8+ 


EU=0 


(1—7r) 0 r(+r) 
D mn 


1 —ruott] — Us] = 


= [nés Lu] 5 +10 ra - 


(1-7) o M 
in «uit À 0 


L’inégalité de l’énergie ainsi obtenue 
1 M 1 Af 
zütLmeruit Lu 


est plus forte que l’inégalité (18) à démontrer. 

Ainsi, la stabilité du schéma (12) pour r = 1 est un fait établi. Pour 
r > lil n’y a de stabilité pour aucun choix raisonnable des normes parce 
que la condition nécessaire de stabilité de Courant, Friedrichs et Lewy se 
trouve violée. 


$41. Certains procédés d’évaluation des normes 
des puissances d’opérateurs 


Aux $$39, 40 nous avons montré que les schémas aux différences évo- 


lutifs 
Lu) = fu) (1) 
sont en général réductibles à la forme 
uP+i = R,uP+Tto?, 
u° donné, | 


(2) 


de façon que la stabilité soit équivalente à la propriété des normes des puis- 
sances de l’opérateur de passage 


[TRI] < K, P = 2%: [T/x], (3) 


d’être bornées uniformément en h. 
Les conditions (3) étant équivalentes à la stabilité, tout procédé d’étude 
de la stabilité est en même temps celui de vérification des inégalités (3). 
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Nous allons exposer, sous l’angle de l'évaluation des normes des puis- 
sances d’opérateurs, certaines approches de la stabilité introduites dès 
le chapitre 8 et nous en éclairons certains aspects nouveaux. 

1. Conditions spectrales nécessaires pour que || RF]| soient bornés. Soient 
À, une valeur propre de l’opérateur R, et #* un vecteur propre correspon- 
dant, Ru) = Audh), Alors 


[REP] = [2,18 11401], 
et donc || R?|| > |4,/7. Puisque 2, est quelconque, on a 
ILRFIT = [max]4,1}F,  p = 1,2, ..., [T/x], (4) 


où max |2,| est la plus grande valeur propre de R}. Il est évident (voir $15) 
en vertu de (4) que la condition (3) est remplie s’il existe un cercle 

[Al << 1+cr (5) 
du plan complexe (c étant une constante indépendante de A), qui comprend 
toutes les valeurs propres de l’opérateur R4. 

Le fait de prendre pour Z;, non seulement les valeurs propres de R;, 
mais aussi tous ses points du spectre ne complique guère les raisonnements 
ci-dessus sans changer le résultat. Si U; est un espace de dimension finie, le 
spectre de R, est indépendant du choix de la norme et ne comprend que les 
valeurs propres. Ce cas fort important apparaît naturellement lors de 
l’approximation des problèmes aux limites différentiels dans un domaine 
borné par des problèmes aux différences sur un réseau D; de nœuds en nom- 
bre fini. La condition (5) est alors nécessaire pour avoir (3) quelle que soit 
la norme choisie. Si le critère spectral nécessaire de stabilité n’est pas satis- 
fait, le problème est irrémédiablement instable : on ne saurait y remédier par 
aucun choix raisonnable des normes. Nous avons traité en détail la situation 
analogue pour des équations aux différences ordinaires ($15). 

Mettons en évidence la relation entre le critère spectral de stabilité du 
problème de Cauchy aux différences (critère de von Neumann considéré au 
$25)et le critère spectral (5) pour que les normes des puissances de || R,|| soient 
uniformément bornées (3). A cette fin utilisons par exemple le schéma aux 
différences 

p+1 _,,P P — nP 
a T en et #. = EX tp), 
Un = P(Xm), (6) 
m=0,+1,...; p=0,1,...,[7/t]-1, 


approchant le problème de Cauchy 
——— = gx, ?), —o<X<æo,0O</1<T, 
u(x, 0) = y(x). 


Plus haut ($25) nous avons étudié sa stabilité moyennant le critère de von 
Neumann. 
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Récrivons le schéma en question sous forme canonique (2) en définis- 
sant R;, v = Riu et p? par les formules 


Un —= (1 — Pün+ lUm+1 r = th, | 
pP — prÊ= EX 1p)}- 
La norme dans U, se définit par ||u|| = sup |#,,|. Quel que soit « réel, les 


m 
fonctions u = {u,,} = {e°”"} appartiennent alors à U,; et sont fonctions pro- 
pres de l’opérateur R;: 


Riu = (1—r)e "+ rent = [1 —r)+rele" = A(x)u, 
où 
A(œ) = 1—r+ re (7) 


est valeur propre. Le nombre À(«) étant indépendant de 7, la condition de 
stabilité (5) se ramène à la condition | A(x)| 1 remplie pour tous les & réels 
lorsque r < 1. 

Comme montré au $25, s’agissant du problème de Cauchy relatif à des 
schémas aux différences à deux niveaux en une fonction discrète cherchée, 
la condition (5) est non seulement nécessaire, mais aussi suffisante pour 
avoir la stabilité si la norme est définie par l'égalité 


œo 1/2 
ul = (x ) à) | 


Me — 00 


(Dans ce cas {e°”"} ne sont pas éléments de l’espace U,; et ne constituent donc 
pas des fonctions propres, mais les points (7) appartiennent quand même 
au spectre de l’opérateur R;.) | 

2. Critère spectral de puissances bornées d’un opérateur auto-adjoint. Soit 
U; un espace vectoriel de dimension M de fonctions définies aux points P1, 
Ps, ..., PA d’un réseau (ce dernier peut faire partie d’un segment, du plan 
et de l’espace, peu importe). Supposons que U,; est muni d’un produit 
scalaire désigné par (uw, v) pour deux fonctions u, v € U}, quelconques et 
que R, est un opérateur uniformément borné en À par une constante c1: 


IPR4Îl < Ca (8) 


et applique U; sur un sous-espace Ü, € U, de dimension N<M, R, 
étant auto-adjoint sur Ü;, i.e. (R,u, v) = (u, R,v) pour tout couple de 
fonctions u, v € Ü;. On sait du cours d’algèbre linéaire qu’il existe alors 
dans Ü; une base orthonormale 


y0), y, So y{N) (9) 


formée de vecteurs propres de l’opérateur R;. Désignons par À1, A2, ..., ÂN 
les valeurs propres (réelles) correspondantes : 


Ray = Uy®, k=1,2,...,N. (10) 
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THÉORÈME 1. L’estimation (3) a lieu si et seulement si on a l'inégalité 
max '/gl < 1+CoT, Co = const. (11) 
k 


DÉMONSTRATION. La nécessité est démontrée au n° 1. Démontrons la 
suffisance. Soit u € U;. Décomposons le vecteur Ru = v € Ü; dans la 
base (9): 

EE — D œxp. 


En vertu de (10) on a alors 


A 
Rêu = R£ 10 = Ÿ (22-la,)p®, 
K=1 


M l/e 
Rpull = (Ÿ late) *< 


=1 
< max|2f"1l (È à) = max|A£8-1}.ilo||. (12) 
k Kai k 


Vu que, conformément à (8), 
oi = | Ratil < C1 ||] 
et compte tenu de la condition (11) déduisons (3) de l’estimation (12) : 
| RPI & c; max [ALT & c(1+ ct) 


<= Cil+cer)Té < cieT = K. 


Plus loin nous établirons certains critères sous lesquels R,; est auto- 
adjoint et indiquons des procédés d'évaluation des valeurs propres. 
3. Critères de R,; auto-adjoint. Introduisons la notation 


1 
[u, v] = 7 X'u(Px) (Px) (13) 
et supposons que le produit scalaire dans U,; est défini par l’égalité 
(u, v) = [u, v]. (14) 


Soit ensuite R;, b = R,a, un opérateur défini par les formules 
D(Ps) — 2 tksa(Pe), 


P, et P, parcourant tous les points du réseau. R, est auto-adjoint si et seu- 
lement si 
Lks = Ask. (15) 


La numérotation des points étant supposée sans importance, ce critère 
signifie qu’en calculant b(P) en un point quelconque P du réseau, la valeur 
a(Q) en un autre point Q doit figurer dans l’expression de b(P) avec le même 
coefficient que la valeur a(P) dans l’expression de b(Q). 
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Si certains points du réseau {P,;} constituent un sous-ensemble J', 
{frontière du domaine) et si l’opérateur R, est défini par les formules 


D(P%) = 2 aksa( Ps), Pr € Dh, 1 
b(P:) = 0, P,€ Ty | 


pour le sous-espace Ü; ces dernières équivalent à 
b(Pr) = D œksQ(P:) Si Pré ls, | 
PP, À 
b(P,) = 0 si Pers. | 


La condition pour que R, soit auto-adjoint sur le sous-espace Ü, s'exprime 
(on le constate sans peine) par les égalités 


Œks = Qsks Ps Em Pre l'y. (17) 
Ainsi, l'opérateur b = R;,a. 
by = (1—2r)a+r(arx-1t as), Kk = 1,2,..., M1, 
be bu 0 | 


apparu en réduisant à la forme canonique (2) l’analogue aux différences de 
l'équation de la chaleur sur un segment, vérifie la condition (17) et ne véri- 
fie pas (15). 

4. Evaluation des valeurs propres de l’opérateur R;,. Dans certains cas on 
peut connaître exactement les valeurs propres d’un opérateur (au $27 nous 
l’avons fait pour A., agissant sur des fonctions définies sur un segment 
maillé et s’annulant en ses extrémités, ainsi que pour /1,,+4,, opérant 
sur des fonctions définies sur un réseau carré et s’annulant sur le contour). 

En ce qui concerne les opérateurs aux différences auto-adjoints on re- 
court aux méthodes variationnelles. On sait que dans ce cas 


(16) 


moe ax Men) (18) 
À 


* LA 
“EU, (, u) 


Supposons par exemple que :1,,+:1,. agit sur des fonctions discrètes de 
U; définies non pas sur un carré, maïs sur un domaine plus compliqué 
composé de carrés et s’annulant sur sa frontière. Superposons ce domaine 
sur un réseau carré suffisamment vaste et considérons l’opérateur A,,+4.. 
agissant sur des fonctions de U;' définies sur ce dernier domaine et s’annu- 
lant sur sa frontière. 

Prolongeons chaque fonction u’ € U, en une fonction u’’ € U,’ en la fai- 
sant identiquement nulle en tous les points du réseau carré en dehors du 
domaine initial. On voit aisément que, vu sa nullité sur la frontière de 
celui-ci, une telle fonction satisfait à l'égalité 


(Ru, u’) .. (Ru”, uw’) 
Qu)  _ (u”’,w7) ? 


R, = :i,,+ 5 
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On obtient donc par passage des formules (18) à 


(Ru”’, u’) _ 
 (u”,u”) 2 


(CAT 2 DENT 
Wu) = Amax 


u"EUS 
les nombres 17, et À, évalués par 
Ain < Anins Ans <= Aas: (19) 


Or, pour un domaine carré, les valeurs propres sont connues et il en est 
donc de même de À, et 2. et nous avons obtenu les estimations (19) 
des frontières du spectre de l’opérateur A,,+1,, agissant sur les fonctions 
de U, définies dans le domaine de départ. 

De nombreux cas se traitent par des méthodes variationnelles d’évalua- 
tion des valeurs propres, analogues à celles pour les équations différentiel- 
les. Ainsi, la première valeur propre du problème 


Red) = Ju, 4 |r, = 0, 


où J”, est la frontière du domaine D, et on a aux points intérieurs 


Riimn = {a(xm+ à Ya) (üm+1, n — Um) — 
— (x ui . , Ya) (Unn — Um), r)} + 
+ _ {b(x, Ya+ 3) (tm, n +1 — Un) — Dm) Yn— 


me 5) (Un — Un, n-1)}; 
a(x, y) > 0,  b(x, y) > 0, 


ne peut que diminuer si on remplace les coefficients variables a(x, y), b(x, y) 
par les coefficients constants 


a = maxd(x,y), b = maxb(x, y). 
X, y X, y 


Cela se démontre comme le fait analogue pour les équations différentielles 
(voir [9]). 

Dans le cas des coefficients constants on peut passer du domaine initial 
au domaine carré et obtenir des estimations pareilles à (19). Le calcul exact 
des valeurs propres de l'opérateur a4,,+bA1,, dans un domaine carré s’avère 
facile. 

5. Choix du produit scalaire. Supposons que R;, v = Ru, est défini par 
l'égalité L 

B,v = Ayu (20) 


et que pour un certain choix fixe du produit scalaire (u, v) = [u, v] (pas 
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nécessairement d’après les formules (13), (14)) les opérateurs 4, et B, sont 
auto-adjoints : 


[4yu, v] = [u, Art], [Byu, v] = [u, B;t]. 
Soit ensuite B, = 0 : 
[Bu,u]=0 si u Z 0. 


L'opérateur R, = B;14, est alors auto-adjoint au sens du produit scalaire 


(u, 0), = [Ba ©]. (21) 
En effet, 


(B;'4;u, D)8, = [B;(B;*4;)u, v] [4,2, v] — 
= [u, Ayv] = [B;1B,u, À,r] = 


= [B;u, B;'A,r] = (u, By 14,v}s,. 
L’identité démontrée en u et v 


(BF Au, v)p, = (u, B; 1Ay)s, 


signifie justement que R, est auto-adjoint. 

En choisissant le produit scalaire par la formule (21) on peut donc uti- 
liser le critère spectral du n° 2 sous lequel les normes des puissances d’opé- 
rateurs auto-adjoints sont bornées. On affirme notamment que R; défini 
par l’égalité (20) possède des valeurs propres réelles À, et un système ortho- 
normal complet de vecteurs propres y) : 


À k B pa = À np® ) (22) 


et que l’appartenance de toutes les valeurs propres au segment —-1 << 
est nécessaire et suffisante pour qu’on ait les inégalités 


avec la norme de l’opérateur définie à l’aide du produit scalaire (21). 

6. Critères de stabilité de Samarski. À. Samarski a proposé ([12], [13]) la 
théorie de la stabilité d’une vaste classe de schémas aux différences dans un 
espace de Hilbert qui indique les conditions nécessaires et suffisantes de 
stabilité en termes des inégalités linéaires entre les coefficients opératoriels 
de ces schémas et d’autres résultats. 

Nous allons nous borner à deux résultats de la théorie en question. 

Soit U, un espace euclidien muni d’un produit scalaire (u, v) = [u, v] et 
soit R,, v = Riu, u, v E U,, défini par l'égalité 


= 0, (24) 


A, et B, étant des opérateurs auto-adjoints et B;, = 0. Définissons la norme 
énergie ||#||#, dans U; en posant 


lue, = [Biu, u] = (u, up. (25) 
21— 20013 
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On a alors le 
THÉORÈME 2. Les conditions 


2 
0 < 4, < — By (26) 


sont nécessaires et suffisantes pour qu’on ait 
RE «1, p>0. (27) 


DÉMONSTRATION. Définissons un opérateur auto-adjoint 4, par l'égalité 
À, = B—tA,s. L'égalité (24) est alors équivalente à (20) et les conditions 
(26) aux conditions —B, <« 4} < B, i. e. à 

— (Bu, u] < [Auu, u] < (Bu, u]. (28) 

Nous savons (n° 5) que R, est auto-adjoint au sens du produit scalaire 
(21) et l’affirmation du théorème équivaut à affirmer que toutes les valeurs 
propres À, de R, se situent sur le segment —1 = À = 1 si et seulement si 
on a les conditions (28). Démontrons la dernière affirmation. 

Supposons que les conditions (28) sont satisfaites. Multiplions scalaire- 
ment l'égalité (22) par une fonction propre y de l’opérateur R;. Nous 
obtenons AlBxy, 4%] = [A4,y®, WA], d'où 

[ À, », y] 
TE | Trip pi) 
Inversement, soit max |À4| < 1. Montrons qu’on a les conditions (28). 


Soit u = S cup la décomposition d’un élément u EU; dans la base {y()} 
orthonormale au sens du produit scalaire (21). Alors 


CA, u]| = [44 Zop®, L'oxyO]| = 
— [D cx pe, D cxp]| — 
— ITS cxdxBrp®, D cxy®]| — [[B4 D crypte, D xp] = 
= (XL cp, D'oap)a, = Thil < 
< D cé = (u, u)s, = (Bu, u]. 
Il en résulte [Byu, u] > [Ayu, u], ce qui équivaut aux conditions (28). 
Le théorème est démontré. 
Notons que vérifier les conditions (28) c’est vérifier la non-négativité 


de toutes les valeurs propres des opérateurs B;,— 4, et B;+ À, auto-adjoints 
au sens du produit scalaire [u, v]. 

Donnons, sans le démontrer, un autre critère de stabilité dans le cas des schémas (24) 
tels que B, = 0, 4, = A? = 0. Introduisons dans l'espace U, la norme énergie ||u|| de 
cn posant lutte, = (4,4, u). 


L] e T Ld e LU LE Lé LJ LA 
THÉORÈME 3. La condition B, >= — À, est nécessaire et suffisante pour avoir l'inégalité 


2 
Il R,lla 1. 
Le théorème 3 figure au n° 4 du$i, chap. VI, du livre [12]jet se démontre sans approche 
spectrale. Dans notre cas celle-ci s'avère inopérante parce que B, n'est pas auto-adjoint. 
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Exercice 
Soit l'opérateur R,, b = R,a, défini par les formules 
BL, =(1-ra,.+rasr mMm=0,1,...,M-—1, 
a 


Démontrer qu’il est impossible de définir un produit scalaire dans l’espace U, de fonctions 
discrètes {a}, m = 0, 1, ..., M, de façon que R, devienne auto-adjoint. 


CHAPITRE 15 


CRITÈRE SPECTRAL DE STABILITÉ DES PROBLÈMES 
AUX LIMITES ÉVOLUTIFS NON AUTO-ADJOINTS 


Nous montrerons dans ce chapitre que le spectre d’un opérateur R; non 
auto-adjoint ne permet pas de juger de la stabilité du problème aux limites 
aux différences dans un domaine borné, nous introduirons la notion de 
spectre d’une famille d’opérateurs {R;} et considérerons la position spectrale 
de la stabilité, position qui reste raisonnable dans le cas des problèmes non 
auto-adjoints dans des domaines bornés. Nous donnerons un critère spectral 
de stabilité qui est nécessaire et presque suffisant. 


842. Spectre d’une famille d’opérateurs {R;} 


1. Nécessité de perfectionner le critère spectral de stabilité. Dans le cha- 
pitre précédent nous avons montré qu’on peut en général ramener un 
problème aux limites aux différences évolutif à la forme 

uP+i = RyuP +ToP, 
uw donné, 
de façon que la stabilité sur l'intervalle temporel 0 = ? « T soit équivalente 
à la propriété des normes des puissances de R, d’être bornées uniformément 
en À, 1.e. à l’estimation 


ILRPI|<KX, p=1,2,..., [Tir], (2) 


(D) 


où 7 est le pas en temps, 7 = T(h). 
Nous avons établi que pour avoir la condition (1), 1.e. la stabilité, il 
faut que les valeurs propres de l’opérateur R, soient intérieures au cercle 


Làl < 1+cr (3) 


du plan complexe. On a montré ($41) que si R, est auto-adjoint, la condition 
(3) est non seulement nécessaire, mais encore suffisante pour que les normes 
des puissances de R, soient uniformément bornées (2). Le même fait a été 
établi au $25 pour le problème de Cauchy aux différences à coefficients 
constants dans le cas de schémas aux différences à deux niveaux en une 
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fonction inconnue que l’opérateur de passage soit auto-adjoint ou non. 
Dans le cas général des problèmes aux limites aux différences non auto- 
adjoints dans des domaines bornés, le critère nécessaire (3) est cependant 
fort loin de celui suffisant ni adéquat à la borne uniforme (2) des normes 
l' R£|| des puissances de R;. 

L'exemple suivant est là pour le prouver. 


EXEMPLE. Pour le problème aux limites aux différences 


unti-ur Usa un : 
HEURE _ Ma Le 1) 
u2, = 0, p=0,1,...,{T/r} (a) 


= vyx,), m=0,1l,..., M; Mh=]1, 
approchant le problème 
U—U, = QUX, t), 
u(1,1)=0, O0O<x<1, O<1t<T, 
u(x, 0) = y(x) 


et ramené à la forme canonique usuelle (1), l’opérateur R;, v = R,u, se 
définit par les formules 


On = (1—rUmt lumix M=0,1...., M-1, 
Um = O0, r = Tt/h. 


Sa matrice est de la forme 


1—r r oO. 0 O0 
O0 1-r r. O0 O0 
Ris eanneinese (5) 
0 0 O0... 1-r r 
(0 0 0... 0 oO 


Le spectre de celle-ci est composé de ses valeurs propres. i.e. des racines 
de l'équation 


det(R;—2E)=0 ou —À(1—r—2)}" =0. 


Les racines À = 0 et À = 1 —r de cette équation constituent le spectre 
de l'opérateur R, quel que soit 4. Ce spectre est dans le cercle unité || < 1 
pour 0 < r « 2. Or, pour 1 < r = 2 le schéma (4) ne vérifie pas la condition 
de Courant, Friedrichs et Lewy si bien qu’il n’y a de stabilité |! RP|| < K 
pour aucune norme raisonnable. 


En effet, on peut montrer que si T > let [|ui| = max |u,,|. on a l'inégalité 
m 
max HR = 11-27)" = 0". (6) 
p=1,? .. (7/r] 
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r > 1 entraine p = 1, de sorte que, lorsque h — 0 et 7 = rh— 0, la quantité max || R?|| 


croît exponentiellement et la condition || R?|| < X se trouve grossièrement violée. 
On démontre l’inégalité (6) en notant que si u2, = (— 1)", m = 0, 1, ..., M, les valeurs 
u? de la fonction 


u° = R?u, p=1,2,...,M, pou m=0,1,..., M—p, 
sont définies par la formule 
u? = (—-1)"(1—-2r}, m=0,1,..., M-—p. 
Donc 
RW > 11-2rlP ll, pe M, 


de sorte que pour ces p,p = 1,2,..., M, 
HR Il1-2/F, p=1,2 ...,.M = 1/h, 
et l'inégalité (6) est démontrée. 


Ainsi, nous avons établi que le critère spectral nécessaire (2) utilisant les 
valeurs propres des opérateurs R, est trop grossier pour R; non auto-adjoints: 
dans notre exemple il ne détecte pas l’instabilité pour 1 < r & 2. 

2. Spectre d’une famille d’opérateurs (définition). Soit R; un opérateur 
linéaire défini sur un espace vectoriel normé U;. 

Notons {R;} l’ensemble des opérateurs R; pour toutes les valeurs À que 
prend le paramètre h caractérisant la finesse du réseau. Par la nature même 
des schémas aux différences le pas h du réseau peut prendre des valeurs 
positives aussi petites qu’on le veut. 

Un nombre complexe 2 sera appelé point du spectre de la famille d’opé- 
rateurs {R,} si, quels que soient h, et € positifs, 1l existe un h, h < ho, tel 
que l'inégalité 

Il Ru—ui| < e||u|| 


admette une solution u, u € U;. 

L'ensemble de tous ces À s'appelle spectre de la famille d'opérateurs 
{Rs}. 
3. Condition nécessaire de stabilité. 


THÉORÈME 1. Si au moins un point À, du spectre de la famille d'opérateurs 
{R;} est extérieur au cercle unité du plan complexe, de sorte que | do| > 1, il 
n'existe alors pas de constante K commune à tous les h telle qu’on ait l'inégalité 


iRfi < &, (?) 
p parcourant les valeurs entières de O à p = po{h), avec po{h) — + pourh — 0. 


DÉMONSTRATION. Admettons qu’il n’existe pas de nombres h, = 0 et 
c > 0 tels que pour tous les À << ho on ait l’estimation 
I R,ll < c. (S) 


Sous cette hypothèse l’affirmation du théorème est évidente. Il reste donc à 
démontrer le cas où ces ho = 0 et c = 0 existent. 


8 42] SPECTRE D'UNE FAMILLE D'OPÉRATEURS 327 


Posons | lol = 1+ 6, où A est le point du spectre pour lequel | Loi = 1. 
Donnons-nous un X quelconque et choisissons p et € de façon à avoir 


(1+ 0)? = 2K, 
1—(l+c+c+ .. +eP-le > +. 


Par définition d’un point du spectre de la famille {R;} on indique des h 
positifs aussi petits qu’on le veut tels qu’il existe un vecteur u € U,, solution 
de l'inégalité 
Ryu—/oui| < e||u|]. (9) 
Posons 
Riu = Àou+z. (10) 
Il est clair que |zli < & ||#l|. On déduit de (10) 
R£u = ÀAfu+(A8 1z+ A8 'R,z+ ... + RP 12). 
Puisque | dl = 1,ona 
LAB Iz+ AP ÈR,z+ ... + RPTIz|| « 
< | (+R, +1 R+ .. +] RE} lluil, 
et donc 
I R£ull [Al [1—e(l+c+c+ ... +c7)]lul]| > 


> (1+8) ul > 2K lui = Kliull 


Ceci étant, h est supposé suffisamment petit pour que p soit inférieur 
à po(h). 

K étant arbitraire, nous venons de démontrer que /a condition nécessaire 
de l'estimation || R£|| < K est la position de tous les points du spectre de la 
famille d'opérateurs {R;} à l’intérieur ou sur la circonférence du cercle unité 
|A] & 1. 

4. Notion de spectre de la famille d’opérateurs {R;} (discussion). Commen- 
çons par noter l’analogie entre la définition d’un point du spectre de la 
famille {R;} et celle d’un point du spectre d’un opérateur R, qu’on trouve 
dans tout cours d'analyse fonctionnelle (nous prendrons pour R l'opérateur 
R, pour un certain h fixe). 

Un point Z du plan complexe s'appelle point du spectre de l'opérateur R, 
si, quel que soit & positif. l’inégalité 


“Ryu—uli < Eei|u| 


possède une solution u de l’espace U,, domaine de définition de R,. 

En comparant les définitions d’un point du spectre de la famille d'opéra- 
teurs {R;} et d’un point du spectre de R;, il peut venir à l'esprit que le 
premier spectre est constitué des points du plan complexe qui s’obtiennent 
par passage à la limite pour À — O à partir des points du second lorsque 
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h — O par rapport à toutes les sous-suites possibles. Mais cette hypothèse 
est en général fausse. 
Considérons un opérateur R;, v = Ru, défini par les égalités 


Un = (1 — Fra + TUm +1 m=0,1,..., M—-1, l (11) 


Tu = O, Mh = 1. 


L'opérateur (11) agit dans un espace vectoriel de dimension M+1 et 
est décrit par la matrice (5). On sait que le spectre de (5) se compose de 
ses valeurs propres, 1.e. des racines À de l’équation det (R,;,—2E) = 0. Ces 
valeurs propres calculées dès le n° 1 sont À = Oet À = 1 —r. Ainsi, le spectre 
de l’opérateur R;, h quelconque, comprend deux points À = 0 et À = 1-r 
indépendants de h. Or, le spectre de la famille d’opérateurs {R;} (voir $ 43) 
se compose non seulement de ces deux points, comme on pourrait penser, 
mais aussi de tous les points du cercle|2—1+r| < r de rayon r et de centre 
au point À = 1—r (fig. 27, p. 222). Pour r = 1 ce spectre est dans le cercle 
unité |À| < 1 et pour r = 1 ce critère spectral nécessaire de stabilité ne 
joue plus : l’inégalité ‘' RP|| < K n’est pas vérifiée uniformément en h. 

La figure 48 visualise la relation entre || RP:| et pr = prh, r = 3/2, pour 
différents h. Dans ce cas, le spectre de chaque opérateur R, est formé de 


PT 


Fig. 48 


deux points À = 0 et À = —1/: intérieurs au cercle unité, ce qui explique 
l'allure de la courbe représentative de |! R£f|| pour des valeurs importantes 
de pr. La quantité || RP | tend vers zéro pour pr — ,1.e. l’axe des abscisses 
est une asymptote (on démontre dans les cours fondamentaux d’algèbre 
que la norme des puissances d’une matrice tend vers zéro avec la croissance 
de l’exposant si toutes les valeurs propres de la matrice sont inférieures à 
1 en module). 

Le fait que le spectre de la famille d'opérateurs {R;} n’est pas tout entier 
dans le cercle unité influe sur le comportement de || RP|! pour À — O et 
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des pt pas très importants. La plus grande valeur de !| R£|! sur le segment 
0 <= pt = T(T est une constante positive arbitraire) croît vite avec la dimi- 
nution de h. Mais cela signifie justement l'instabilité sur Or <T, et 
le comportement de || R£|| pour pr — lié au spectre de chaque opérateur 
R, pris à part est inessentiel dans l'étude de la stabilité. 

S. Le critère nécessaire de stabilité est proche d’un critère suffisant. Nous 
allons démontrer le 


THÉORÈME 2. Si un opérateur R, est défini sur un espace normé U,, de di- 
mension finie pour chaque h et borné uniformément en h par une constante c : 


IL Rail < € (12) 


et que le spectre de la famille d'opérateurs {R;,} se trouve tout entier dans le 
cercle unité fermé || = 1, quel que soit e = 0, les normes des puissances 
des opérateurs R, sont alors évaluées par 


RFI « A(E)(1+e) (13) 
avec À = A(e) dépendant de & seul et non pas de h. 

Cette affirmation signifie que non seulement la position du spectre de 
la famille {R;} dans le cercle unité est nécessaire pour qu’il y ait stabilité 
mais encore elle garantit contre une instabilité « grossière ». Sous les hypo- 
thèses du théorème la quantité 

max || R4|| 
1<p<{T/r 
reste bornée pour h — 0 ou croît plus lentement que la puissance p!7*1 de 
toute base po = 1+Ee plus grande que un. 


DÉMONSTRATION. Montrons au préalable que si le spectre de la famille 
d'opérateurs {R;} est dans le cercle || « p, il existe pour tout 2 vérifiant 
Al > o+e, e = 0, des nombres À = A(e) et ho > 0 tels que, quels que 
soient À < ho et u E U,, u = 0, on ait l’inégalité 

se  0+ 
I Rwu—äul > Sul]. (14) 

Supposons que le contraire est vrai. Il existe alors € = 0, des suites de 
nombres h4 = 0, h; — 0; des suites de nombres complexes 24, || = o+e, 
des suites de vecteurs u,, € Uz, telles que 


| : o+e 
Roche — Ah < lune]. (15) 


Pour des k suffisamment grands tels que _. < 1, les nombres /; ne 


peuvent être, en vertu de (12), extérieurs au cercle | À; & c+1, car en dehors 
de celui-ci 


Ru Au] > (4 ii Rif) iull > fu. 


La suite de À, est donc bornée et possède une valeur d’adhérence À, 1; > 
> p+e. On constate sans peine qu’en vertu de (15) le point À appartient au 
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spectre de la famille d'opérateurs {R;}, ce qui contredit l’hypothèse sous 
laquelle ce spectre est dans le cercle |À| & 0. 

Soit maintenant R un opérateur linéaire d’un espace normé de dimension 
finie U dans lui-même. Supposons que tout À complexe, |A] > r = 0, et tout 
u € U pour a = const = 0 vérifient l’inégalité 


| Ru—Au|| = aiju:|. (16) 
Alors 
Re, p=1,2 7 
L'’inégalité (17) découle de l’égalité connue 
l 
RP — CE 4 AP(R—2E)-1 dÀ (18) 
À|=7r 


et de la condition (16) qui veut que |[(R—ÂAE)-1 | 2 . On démontre l’iné- 


galité (13) en posant a = 7, po=1letR= R;. L'inégalité (17) coïncide 
alors avec (13). 


Terminons ce paragraphe par une démonstration sommaire de l'égalité (18). Posons 
+1 cu? 
u? = Ru, U(À) — 2 4 , 


multiplions les deux membres de u°+1 = Ru? par À-? et sommons sur p de p = Oàp=cs. 


Jl vient 
AU(2)- A9 = RU(À) 
ou 
(R—ÂE)U(À) =-A8, U(À) =-A(R- AE) 0. 
La définition de U(4) montre que u? est le résidu de la fonction vectorielle À-!U(1) : 
= 4 A-1U(G) d=-—— $ AP(R— ÂE)-Ue dà. 


,Al=r dir 
Mais u? = RPu, de sorte que la dernière égalité est équivalente à l'égalité opératorielle (18). 
Dans ce paragraphe nous avons formulé la position spectrale du pro- 


blème de stabilité des schémas aux différences évolutifs, qui a un sens pour 
tout schéma de ce type réductible à la forme 


uP+1 = RyuP+ter, | 
u° donné | 
de sorte que la condition 
LRPIEERX. pe t2... TT 


signifie la stabilité. 11 peut s’agir en l'occurrence de schémas à deux ou à 
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plusieurs niveaux, de schémas de décomposition, etc., pour les problèmes 
sur un segment, dans des domaines multidimensionnels ou composés. 

Cette position spectrale exige qu’on établisse si le spectre de la famille 
d'opérateurs {R,} se trouve dans le cercle unité |2| < 1. 


$ 43. Algorithme de calcul du spectre d’une famille 
d’opérateurs aux différences pour les fonctions 
définies sur un segment maillé 


Nous allons décrire et justifier l’algorithme de calcul du spectre d’une 
famille d'opérateurs aux différences {R;} sur les espaces de fonctions discrètes 
(resp. de fonctions vectorielles) sur un segment. On accepte pour norme 
d’une fonction discrète (resp. d’une fonction vectorielle) le maximum des 
valeurs absolues de la fonction (resp. des composantes de la fonction vec- 
torielle). 

1. Exemple caractéristique. Soit {R;}, v = R,u, une famille d'opérateurs 
définie par les égalités 

Un = (1—r)um+lumirns M=0,1,..., M—1, 
Um = 0. 


(1) 


L'opérateur R; défini par (1) s’introduit dans la réduction naturelle du 
problème aux limites aux différences 


UT —-UR Uni Un 


SX t)) p=0,1,...,[T/t]-1, | 
=0, d,=yx,), m=0,1,..., M—I, 


(2) 


uP+tl = R,uP+rtpr, u° donné. 


Les relations (2) représentent l’analogue aux différences du problème aux 
limites différentiel 


Uu—u; = QUx, D, 0O<x<1, O<1<T, 
u(x, 0) = y(x), u(1. ?) = 0. 


Nous avons déjà examiné le schéma aux différences (2) (n°2 du $ 26) afin 
d'illustrer le critère de Babenko-Guelfand. On sait que selon ce critère 
l'étude d’un problème initial sur un segment se décompose en trois problèmes 
auxiliaires : un problème sans bords. un problème avec la seule frontière 
gauche, un problème avec la seule frontière droite, pour chacun desquels on 
doit trouver toutes les valeurs propres des opérateurs uP — uP+i, 

11 s'avère que l’algorithme de calcul du spectre de la famille {R,} coïncide 
avec le schéma de Babenko-Guelfand. 

Pour pouvoir décrire l’algorithme en question on considère, en plus de 
Ra défini par les égalités (1), trois opérateurs auxiliaires À, R et R. L’opéra- 
teur R, v — Ru, est défini sur un espace vectoriel de fonctions bornées 
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u={...,u-_1, Uo, ui, . . . } définies sur toute la droite maillée — « << mh < © 
par la formule 
Un = (1—r)umtrumar, M = 0, +1, ..…. (3) 


Celle-ci s'obtient de (1) en éloignant la frontière gauche à — et la fron- 
tière droite à +, ce qui se traduit par la flèche orientée dans les deux 
sens surlignant l’opérateur : À. L’opérateur À, v — Ku, est défini sur un 
espace vectoriel de fonctions # = (uo, u1, ..., Um, ...) définies sur la demi- 
droite maillée x,, = mh, m = 0, 1,2, ...,et tendant vers zéro pour m — + ©. 
Il est défini par la formule 


Vin = (1 —FUyy + lUm+1s m = 0, l; .. (4) 


qui s'obtient de (1) par éloignement de la frontière droite à + , fait 
exprimé par la flèche — : À 
Définissons enfin l’opérateur À, v — Ru, agissant sur les fonctions 


Uu—=(...,; Um, ..., Um-1, Um), Un — O pOur Mm — — 


définies sur la demi-droite maillée x,, = mh, m = ..., —2, —1,0, 1, ... 
..., M, par les formules 
On = (l—rumtrumirs M= ... —1,0,1,..., M—1, : 
(S) 
Um = 0. 


Les formules (5) s’obtiennent de (1) en éloignant la frontière gauche à — =, 
ce qui est également reflété dans la désignation de l’opérateur : À. 

Les opérateurs, À, K et R ne dépendent donc pas de 4. Les domaines de 
définition des fonctions u = {u,,} pour les opérateurs (1), (3), (4) et (5) 
sont représentés sur la figure 49. Nous démontrerons que l’ensemble des 
valeurs propres des trois opérateurs constitue précisément le spectre de la 
famille d'opérateurs aux différences {R;}. 


Ê<r:s M 


-005/7] < 00 


Ü<rn< oo 


-00 <;7< M 


Fig. 49 


Bien qu'ayant déjà calculé les valeurs propres de À, KR et K ($ 26), nous 
répéterons l’opération parce qu’avant de passer à la démonstration même on 
doit se faire une idée nette de la structure des fonctions propres des opéra- 
teurs en question. 

Commençons par établir l’ensemble des points À du plan complexe pour 
lesquels l’équation 

Ru—äu = 0 


possède une solution bornée u = {u,,}, m = 0, +1, ... Ces nombres 1 
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sont justement valeurs propres de l'opérateur À. Dans notre exemple l’équa- 
tion Ru—äu = 0 est de la forme 


(—r—2jum+ Fumy1 = 0, m=0, +], ... 


Toute solution de cette équation aux différences ordinaire du premier 
ordre ne diffère, comme cela découle du 1, de la fonction discrète u,, = qg"”, 
m = 0, + 1, ..., où g est racine de l’équation caractéristique (1—r—2)+ 
+rq = 0, que par un facteur constant. La relation entre les nombres Z et 
q s'écrit également 

À = 1—r+rq. 


La solution u,, = g” n’est bornée pour m — + © et m — — que si 
gl = 1,q = er, 0 <a «2x. Aussi l’ensemble des À tels que u,, = g”' soit 
bornée s’obtient-il moyennant la formule 

À = 1—r+rg = 1—-r+re" 


quand g = e parcourt la circonférence unité |g| = 1 du plan complexe. 
Le point À parcourt alors une circonférence /Î de rayon r et de centre au 
point 1—r (fig. 26, a, p. 222). 

Calculons les valeurs propres de l’opérateur À, i.e. des À tels que l’équa- 
tion 

Ru—2u = 0 

admette une solution u = (uo, U1, ..., Um, -..) tendant vers zéro pour 
m—+o,. 

Détaillons Ru—ÂÀu = 0 comme suit : 

(—r—2us+rumsi = 0, m=0, 1, ... 


Sa solution u,, = qg", m = 0, 1, ..., tend vers Zéro pour m —+ si 
|g| < 1. Les valeurs propres correspondantes À = 1—r+rq remplissent 
alors l’intérieur d’un cercle À de rayon r centré en 1 —r (fig. 26, b). 
L’algorithme de calcul des valeurs propres de l’opérateur R est analogue 
à l’algorithme précédent. Mettons Ru—2u = O sous forme développée : 


(—r—-/umt+rums = 0, m=...,—1,0,1,..., M—1, 
| (6) 
— Um = 0. 
Toute fonction discrète u == {u,,}, m = M, M—1, ..., vérifiant la 


première relation (6) est de la forme v,, = g" à un facteur constant près, 
et À et g sont toujours reliés par l’égalité À = 1—r+rg. La solution u,, — 
= g",m=M, M-—],...,tend vers O pour m—— si |g| > 1. La 
deuxième relation (6), i.e. —Auy = 0, impose à w,, = g” la condition 
supplémentaire —äuy = —Àg"M = 0 ou 2 = 0. Si le point À = 0 est exté- 
rieur au cercle de rayon r et de centre 1 —r de la figure 26, c, 1.e. sir < 1/,1] 
lui correspond une certaine valeur de q, |g| = 1. L'ensemble À des À tels 
que l'équation Ru—äu = O possède une solution tendant vers zéro pour 
m — — se réduit au seul point À = 0. Si r > 1/2, on constate, en vertu de 
l'analyse que nous venons de faire, que cette équation n’a pas de solution 
tendant vers 0 pour m — — = quel que soit À complexe (ou réel). 
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La figure 27, a représente la réunion des valeurs propres des opérateurs 
K, KR et K pour le cas r < 1, et les figures 27, b et 27, c pour le cas r > 1/2. 

Démontrons que le spectre de la famille d'opérateurs {R;} coïncide 
avec la réunion À des ensembles À, À, À des valeurs propres des opérateurs 
auxiliaires &, R et K 

On doit montrer que tout point de 1 appartient au spectre de la famille 
d'opérateurs aux différences {R,} et que ce spectre ne possède pas d’autres 
points. 

Montrons d’abord que tout point Ào € 1 appartient à ce spectre. Pour 
cela il suffit d’établir que, quel que soit € = 0, l’inégalité 


I Rut—Zou|] < eliul; (7) 


a une solution «# pour toutes les valeurs positives suffisamment petites de 
h. On peut dire de la solution u = (uo, U1, ..., Uy) que c’est « quasi-vecteur 
propre » de l’opérateur R, puisqu’en algèbre la solution de l’équation R;u — 
— Àu = 0 s'appelle vecteur propre. 

Nos raisonnements dépendront de l’ensemble contenant le point À. 
Commençons par le cas Ào € À et montrons que pour tout £& = 0 et tous 
les À suffisamment petits, l’inégalité (7) admet comme solution. 

Construisons la fonction u = (uo, u1, ..., uw). Par définition de À il 
existe un go, |gol = 1 tel que lo = (1—r)+rgoet l'équation (1—r—/0)2,+ 
+r0ms1 = 0, M—=0, +1, ..., possède une solution bornée v,, = gÿ, 
m=0, + 1, ... Examinons cette solution pour m = 0, 1, ..., M seuls 
tout en conservant la désignation v. Le vecteur 


D = (Los Vis 2er ns) = (1, Go +.» 1) 


aurait évidemment satisfait à l’équation R;v—400 = O0 qui s'écrit sous 
forme développée 


(1—r—2o}m+r0ms1 = 0, m=0,1,... MI, 
— TM = 0 


si la dernière de ces relations n’avait pas été violée. La relation —Aoxy = 0 
peut s’interpréter comme la condition aux limites pour la solution de l’équa- 
tion aux différences ordinaire 


(—r— ont rumr1 = 0, mMm=0,]1,..., M—I. 


On remplit cette condition aux limites donnée pour m = M, 1.e. à l'extrémité 
droite du segment 0 = x < 1, en « apportant une correction » au vecteur 
v = (1, 4» --., 43), c’est-à-dire en multipliant chacune des composantes 
Un par (M—m)h. Le vecteur ainsi obtenu se note u = (wo, Ur, ..., Um), 
Un — (M —m)hqG;.. 

La figure 50 donne les courbes représentatives des fonctions v = {v,,} et 
u = {u,,} dans le cas go = —1. La norme du vecteur x est égale à l’unité : 


lu) = maxju,,| = max|\(M—-mj)hqg;| = Mh = 1. 
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p) 
9, 7. 


Fig. 50 


Evaluons la norme du vecteur w = (wo, W1, ..., ww) défini par l'égalité 
w = Ryu— ou. On a pour les coordonnées de w : 


Wal = 1(-r- 2) (M -m)hqg6 +r(M —m—1)hqg6*") = 

= |[(—r—20)+rg0)] (M —m)hqo —rhg5 **| = 

= |[0(M-m)hqÿ-rhg5{ "| = rh, m=0,1,...,M-—I1, 
L77 = O—40-0 =0. 

Cela entraîne ||w|| = rh et on a l’inégalité ||w|| = || Ru — lou|| < e||u|| 
pour h < efr. Ainsi, nous avons démontré que le point Ào € À appartient 
au spectre de la famille d'opérateurs aux différences { R}. 

Montrons qu’il en est ainsi si Lo est élément de À ou de À. Soit, pour 


fixer les idées, lo € À. Par définition de l’ensemble À l'équation Rv—2A00 = 
= 0 qui s’écrit sous forme développée 


(—r—2o)m+T0m41 = 0, m=0,1,2, ..., 
possède une solution v, = 5, |Qol < 1, m = 0, 1, ... 
Considérons cette solution seulement pour m = 0, 1, ..., M en posant 
u = (y, Uy, ..., Um) = (1, Qm - .. 991). 


177 


(2, !) 


7 
Ul / 
Fig. 51 


Calculons pour cette fonction discrète u dont le graphe pour g = 1/2 est 
représenté sur la figure 51, la norme du vecteur w = R;u—ou. Les égalités 


Wal = |(-r—-2)g5 +rg5 1] =0, m=0,1,..., M—I, 
[wi = |go * 


entraînent ||w|| = :gol" = |gol!#. Avec un h si petit que |go/}# < €, on 
aflwil = || Rwu—/oul < € = elu|| vu que |lu|| = 1. 
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Ainsi, tous les points des ensembles À, À, À de notre exemple appartien- 
nent au spectre de la famille d’opérateurs aux différences. 

Montrons maintenant que tout point Ào € À, À et À n’appartient pas 
au spectre de la famille {R,}, à savoir qu’il existe un nombre 4 = 0 indé- 
pendant de h et tel que toute fonction u = (uo, u1, ..., um) vérifie l’inégalité 


Roi] > A||ui]. (8) 


Quand € — À, l'inégalité || Ru —Zou;| < e!|lu!| n’a alors aucune solution 
et le point À n’appartient pas au spectre. Notons f = R;u —/ou. L’inégalité 
(8) prend alors la forme 

If > Au. (9) 


C’est cette estimation que nous nous proposons de justifier. Mettons l'égalité 
R;u—2ou4 = f sous forme développée 


(—r—2ojumt lumii = fm M=0,1,..., M—1, | 
— om = fm. 


Prenons ces relations pour équations en u et f pour un second membre 
donné. Ecrivons la solution u = {u,,} comme une somme en posant 


Un = Emtêm M=0,1,..., M, (11) 


avec «x les composantes d’une solution bornée x = {«,,} de l’équation 


(10) 


O si m<0, 
(—r— oem + lomr1 = En = fn Si Mm=0,1,...,M—1, (12) 
0 si m> M. 


En vertu de la linéarité, le vecteur £ = {8,,} dont les composantes figurent 
dans (11) est solution de l’équation 


(—r—20)Bm+rBm41 = 0, mMm=0,1,..., M—I1, | 
— om = fm+loan. 


Pour démontrer l'estimation (9) récrite, pour le choix ci-dessus de la 


(13) 


I L 1 L 2] 
norme, comme |u,| << — max|/,|, 1] suffit, en vertu de la relation u,, = 
m 


A 
= Gm+bm d'établir des estimations de la forme 
|%ml < A1mMax |/fh|, (14) 
Pml < A2 MAX |fn!, (15) 


A1 et A2 étant des constantes. Commençons par (14) et notons que (12) 
est une équation du premier ordre de la forme 


AU m+bamr1 = EF Mm=0, +1, ..., 


où a = 1—r—/0, b = r. Une équation de cette forme a été examinée au 
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& 2 où nous avons abouti à l’estimation 


max|F,, | max | f | 


lal-1èl — jal-lbi (6) 


[tm < 


Dans l’exemple considéré ;a|—]|b| = Ô0/2, où Ôo est la distance du 
point do à l’ensemble Â+4+/. L’estimation (16) entraîne donc l’inégaliét 
(14) que nous sommes en train de démontrer. L’estimation (15) découle de 
l'écriture suivante de la solution de (13) : 


Pm = — LE qu-M, tu) 
avec Qo défini par (1—r— 40) + rqo = 0. Par hypothèse, le point do n’est 
pas élément de /i et 1l est donc extérieur à un cercle de centre en 1—r et de 
rayon r. Or, dans ce cas |gol = 1. Ensuite, | lol = Ô1 = 0 parce que 
pour Ào = 0 ce point appartiendrait à l’ensemble Â+4+/4. Ainsi, en 
utilisant (17) et l’estimation (14) démontrée on obtient l’inégalité (15): 


| Bm _ | 2 ee gg "| < + am « 


« el + A max | fn) — A2 max|/f,,|. 


Nous venons donc de démontrer que le spectre de la famille d’opérateurs 
{R;} définie par la formule (1) coïncide avec la réunion des ensembles À, À 
et 1 dans le plan complexe. 


2. Algorithme de calcul du spectre dans le cas général. 


THÉORÈME. Etant donné un opérateur R,, b = R,a, a, b € U,, défini par l'égalité B,b = 
— A,a, où À, et B, sont des opérateurs linéaires définis sur l’ensemble vectoriel normé de 
dimension finie U, à valeurs dans un espace vectoriel normé F,, uniformément bornés en 
h, B, possédant un inverse | Bj1| uniformément borné : |14,i|, 112B,11, I|BT?1 < c, le 
spectre de la famille d'opérateurs {R,} ne contient pas les À du plan complexe pour lesquels 
l'opérateur A,-— ÀB, admet, pour tous les h suffisamment petits, un inverse uniformément 
borné en h, et ces À seulement. 

La démonstration étant évidente, nous nous en abstiendrons. 

Soit maintenant R,, v = Ru, défini par les relations aux différences suivantes : 


ke ke 
D Bim tm +2 me D Ami +m Ko <me«M- Ko 


tt, tek 18 
Le 2te 2e 22e ( ) 
ÿ bits = D us, ÿ Bis 1 = D AU y is 
im0 {0 i=0 (0 
le problème 
Le 
ÿ By Um +2 = Ps Ko <mæ M- Ko 
Læm—t, 
(19) 


ze le 
5 bits = V1 5 Bit 4 = Ya 
(m0 50 

étant bien conditionné. 

22— 20013 
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On suppose que 
m m 
Am — A) Bin = B(5). 


où A,(x) et B.(x) sont deux matrices carrées définies sur le segment 0 & x < 1 et v véri- 
fiant les conditions de régularité (14) $ 4 ; a, b,, &, B, sont des matrices numériques 

rectangulaires indépendantes de M. Dans ce cas, on a le théorème ci-dessus et le spectre 
de RE d'opérateurs {R,} est composé de tous les À tels que le problème aux limites 
aux différences 


ke 


D (Bin Aimllmtt = Em Ko SM & M-ko, | 


ni, 24, (20) 
À (4b,- a;)u, = Yi, > (AB, œ)u ur, = Ye | 


ne soit pas bien conditionné. Pour voir si le problème (20) est bien conditionné, on se sert 
pour chaque À du critère du n° 7 $4. 


Exercices 
1. Démontrer que pour la famille d'opérateurs aux différences {R,}, v = Riu, définis 
par les égalités 
Un = (1-7) runs M=0,1,..., M—1, l 


Us _— 0, Mh = 1 
et considérée dans le présent paragraphe, le spectre ne varie pas pour la norme définie non 
pas par la formule [|ull = maxlu,l, mais par |lull = nY PA 


2. Démontrer que le spectre de la famille d'opérateurs 2 aux différences {R,}, = Riu, 
déBnie par les égalités 


Un = (—-r+yhhu,+runsx M=0,1,..., M1, 
Ty = 0, Mh = 1 | 
ne dépend pas de la valeur de y et coïncide avec le spectre construit dans ce paragraphe 
de ete le spectre de la famille d'opérateurs {R,}, v = Riu, définie par les égalités 
Un = (1-r)un + Unit Uma) M= 1,2 ..., M—1, 
auo+bu  =0, vy=0, Mh=I1, r= const, l 


avec a et b donnés. Considérer les cas la = |b| et |ai < [b|. 


S 44. Noyaux des spectres des familles d’opérateurs 


Soit l'opérateur R, d'un espace vectoriel normé U, d'une dimension N, N = N{(h). 
dans lui-même. Nous écrirons R. et U, au lieu de R, et UX par souci de mettre en évidence 
la dimension. On suppose que Nc pour À — 0. 

Nous allons établir à quel point le spectre de la famille d'opérateurs {Rs} dépend du 
choix de la suite de normes ||-||, dans les espaces U; et, par là même, si le critère spec- 
tral de borne des normes des puissances de R; (théorème 1 du $ 42) est invariant par le 
choix des normes. 

La famille {R,} sera supposée telle que les valeurs propres de tous les opérateurs 
R, soient bornées dans l'ensemble, i.e. se trouvent dans un cercle 


|A & c = const. (1) 
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Il est évident que pour satisfaire à la condition (1) il suffit qu'il existe au moins une 
suite de normes ||-|l, vérifiant les inégalités || RL,||X << c’ = const. D'où le caractère 
naturcl de la contrainte (1) : elle est satisfaite pour les familles d’opérateurs R, de passage 
d’un niveau à l’autre, qui apparaissent dans des problèmes aux limites aux différences 
évolutifs. Définissons à présent la notion de noyau du spectre qui nous permettra de for- 
muler les résultats de ce paragraphe. 

Soient donnés une suite de normes ||-{l,, un nombre a € [0, 1]et un k > Oentier. 
Désignons par .1 (a, k, N) l'ensemble des points À tels que l’inégalité || R,u— Au|| 
« a*N-t||u\| admette une solution u € U,, u # O (nous omettons l'indice N dans 
l'écriture des normes). 


DÉFINITION. Appelons noyau de caractéristique a € [0, 1] de la famille d'opérateurs 
{Ry} l’ensemble suivant A(a) dans le plan complexe 


A@)z= N N (MN ARE, N). 


2&>0:2>0 > 


U A(a, k, N) = A (a, k) 


N >: 
est l’adhérence de la réunion des ensembles A(a, k, N) pour tous les N > s ; 
N 4,6, k) = Aa, k) 
520 


l'intersection de tous les ensembles À,(a, k) : 
N At, k) = A(a) 
&>0 


l'intersection de tous les ensembles 4(a, k). 


THÉORÈME |. Le noyau A(a), a € [0, 1}, est strictement contenu dans le spectre de la 
famille d'opérateurs {R}} et est fermé. 


DÉMONSTRATION. Montrons que si le point À, n’appartient pas au spectre de {R,}, il 
n'est pas un point du noyau. En effet, il existe des s = 0 ct des N, tels que, pour tous les 
N > No un u E U,; quelconque vérifie l'inégalité || R,u-— dAull > e|lull. Tous les À 


du cercle |À- À] < e/2 vérifient alors l'inégalité || Ryu— Âu|| > Ilull. Ceci étant, 


pour N = N, aucun ensemble (a, k, N) n’a ses points dans le cercle | À- 4, | < &/2. 
D'où la validité de la première affirmation du théorème. On démontre le caractère fermé 
du noyau. {(a) en remarquant que À, (a, k) le sont par construction et les ensembles (a, &) 
ct -Î(a) en tant qu’intersections d’ensembles fermés. 


EXEMPLE. Calculons le noyau A(a), a € [0, 1], pour la familk d'opérateurs {Rx} si 
l'opérateur Ryyr © = Ry+1, est défini par les égalités 


=(i-nutrusn n=0,1,...,N-1, | 


2 
en (2) 
ct la norme par [luil = [|(o, Mi, ..., #x)Il = max lu,l|. 
Montrons que :Î(a) se réduit au point À = 0 et à un cercle fermé de rayon ar et de 
centre on l-r: 
[A—(1—7r)l & ar. (3) 


En cfiet, À = 0 est, nous l’avons constaté au n° 1 du $ 42, valeur propre de tous les 
opérateurs R, ct appartient par conséquent à tous les ensembles A(a, k, N), donc au 
noyau. Tout À, strictement intérieur au cercle (3) pour certains & æ 0 réel et b > 1 est 


22° 
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représenté par 2 
L = ee di ar ef, 


Pour tout 4 fixe et tous les N suffisamment grands, l'inégalité || Rsu— AÆull < aŸ'N-# lui] 
a pour solution 
(a/b}retær, n—0,1,...,N-—1, 
ui = 


O, n = N. 
Par conséquent, les ensembles A(a, k, N) contiennent, pour tous les N suffisamment impor- 
tants, le point À qui cst donc élément de :{(a). Ainsi, les points intérieurs au cercle (3) 
font partie du noyau A(a) ct, étant donné le caractère fermé de celui-ci, il comprend égale- 


ment la circonférence de (3). 
Si le point À, # 0 n'est pas dans le cercle (3), 1. c. 


ul 
b 


en écrivant la fonction de Green de l'équation aux différences du premier ordre ($ 2)on 


lo = 1-r+——es, œ>0, b = 1-25, à > 0, 


g]: tous les N 


suffisamment grands et tous les # € U, on a l'inégalité || R,u— Àu|| > a° ||u||. Il en résulte 
que les points de ce cercle n’appartiennent pas à (a, k, N) si N est suffisamment grand et 
ne sont donc pas éléments de l’adhérence AÀ,(a, k) de leur réunion ni du noyau A(a). 
Notons que le noyau (0), a = 0, de l'exemple considéré est formé de deux points 
À = Oet À = 1-r ct le noyau :1(1) coïncide avec le spectre tout entier de la famille {R,} 
que nous avons calculé au $ 43. 
Reprenons maintenant les constructions générales. 


établit que pour n'importe quel À du cercle |À- À,| < min [ot + 


DÉFINITION. Nous appellerons le noyau A(0) noyau absolu. 


THÉORÈME 2. Le noyau absolu de la famille d'opérateurs {R,} ne dépend pas du choix 
de la suîte de normes ||-||%. 


La DÉMONSTRATION découle du fait que pour a = 0 l'ensemble A(a, k, N) coïncide 
pour chaque N avec l’ensemble des valeurs propres de l’opérateur R,, qui est indépendant 
de la norme dans l’espace U,. 


THÉORÈME 3. Dans la condition (1) on peut choisir une suite de normes ||-||, telle que 
le spectre de la famille d'opérateurs {R,} coïncide avec son noyau absolu. 


p) 


DÉMONSTRATION. Construisons les normes dont le théorème affirme l'existence. 
Choisissons une base dans l’espace U, de façon que la matrice de transformation R, soit 
de Jordan dans cette base et que tous les termes extradiagonaux soient inférieurs à 1/N 
en module. Introduisons un produit scalaire et la norme associée en disant cette base ortho- 
normale. Si À, est un point quelconque ne faisant pas partie de A(0) et € = 0 la distance 
le séparant de l’ensemble (0) qui est fermé en vertu du théorème (1), on vérifie que 


I Ru— lu] > + lull pour tous les N = 8/e et u € U, si bien que À, n'appartient pas 


au spectre de la famille d'opérateurs {R,}. 

Ainsi, si le spectre de la famille {R,} ne coïncide pas avec son noyau 4(0) de carac- 
téristique a = O pour un choix donné des normes (cas de l’exemple (2) pour la norme 
ul = max]|z,l), on obtient alors pour spectre un ensemble (0) plus restreint à con- 
dition de choisir une autre suite de normes. 

Les normes utilisées en théorie des schémas aux différences ne sont cependant pas 
tout à fait arbitraires. 

Désignons par ||-|| + une norme égale au maximum des valeurs absolues de toutes 
les composantes d’une fonction discrète (ou d’une fonction vectorielle) € U,.. Dégageons 
unc classe de suites de normes ||-{|, pour lesquelles il existe un s entier naturel fonction 
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de la suite et tel que pour tous les N suffisamment grands on ait l’inégalité 


sup [lully << N° inf [lulls. (4) 


[wle=2 Iwtle=1 


Il est évident que la norme le même et toutes les normes intervenues rapport aux 
équations aux différences forment une suite de classe (4) pour N croissant. 


THÉORÈME 4. Le noyau A(a) de caractéristique a € [0, 1] ne dépend pas du choix de la 
suite de normes parmi celles vérifiant la condition (à). 


La DÉMONSTRATION résulte immédiatement des définitions. 

Considérons maintenant la famille d'opérateurs R, définis par lies égalités (18) et 
(19) du $ 43 sous l'hypothèse complémentaire que les coefficients matriciels 4, et B, sont 
constants : 4,(x) = 4,(0), Ba(x) = B,(0). On a pour cette famille le théorème important 
suivant : 


THÉORÈME 5 (DE A. SOKOLOV). Si on munit les espaces Uj = U,, où opérent R, = Rx, 
de normes ||-||, x alors le noyau A(1) de caractéristique a = 1 du spectre de la famille 


d'opérateurs {R,} cofncide avec tout le spectre de cette famille. 

Les deux derniers théorèmes cntraïnent que. quelle que soit la suite de normes appar- 
tenant à la classe vérifiant la condition (4), le spectre de la famille d'opérateurs {R;,:! 
contient le spectre de cette famille obtenu pour les normes Ile dont le calcul cst 


décrit au n° 2 du$ 43. Si la condition spectrale de borne des normes des puissances des 
Ry (théorème ! du $ 42) n'est pas remplie pour les normes IL 1 [ep elle nc l'est non plus 


pour aucun autre choix de la suite des normes vérifiant (4). 
La démonstration du théorème de Sokolov suppose une étude approfondie que nous 
laissons de côté. 


$ 45. Sur la stabilité des algorithmes itératifs 
de résolution d’équations aux différences non auto-adjointes 


La résolution par stationnarisation de problèmes stationnaires peut s’interpréter 
comme un processus itératif ct les résultats obtenus à un niveau temporel comme l’appro- 
ximation correspondante. 

Au $ 35 nous avons pris comme exemple le problème de Dirichlet aux différences 
pour l’équation de Poisson. Si les conditions aux limites sont nulles, il s’agit en l'occurrence 
d’un problème auto-adjoint, et on a donc pu, dans le processus de stationnarisation, dé- 
composer l’errcur dans un système orthogonal compiet de fonctions propres. La position 
des valeurs propres nous a permis de sc faire unc idée et de la vitesse de décroissance de 
l'erreur ct de l’influence des erreurs d’arrondi faites aux niveaux intermédiaires. 

11 se trouve que ce n’est en général pas le cas des équations aux différences non auto- 
adjointes qu'on résout par stationnarisation. Malgré la convergence du processus itératif, 
il peut y avoir l'instabilité duc à une grande sensibilité aux erreurs d’arrondi. 

Dans le présent paragraphe nous nous proposons de définir rigourcusement et de 
discuter le phénomène cn question. Nous aurons besoin pour cela des notions de spectre 
ct de noyau du spectre d’unc famille d'opérateurs aux différences. 

Soit 

u — Ryu+fy (1) 
unc famille d'équations linéaires («équation aux différences ») en un élément inconnu 
u d’un cspacc vectoriel normé VU, de dimension N, qui dépend d’un paramètre N, N'entier 
naturel. Nous considérerons le processus itératif 

uPti = Riur+fs,  p=0,1,..., (2) 


de calcul de la solution u et supposerons que toutes les valeurs propres À  A,(N) de 
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l'opérateur R, ont un module inférieur àil’unité 


EN < 0» = 1, (3) 
i.e. on a le critère connu de convergence de (2) et 
Ilu—u?|| = O(e;). (4) 


Effectuons les calculs (2) d’une façon approchée avec un nombre p — q+a de déci- 
males, i.e. par la formule | | 
dti = RyGr+fy+ 107 |1&|] à, (5) 
avec à, € Uy, I1Ô, 11 & 1 arbitraires. 
Donnons-nous un s entier naturel et exigeons que pour n'importe quels à,, Id, |] «& 1, 
k = 0,1,..., on ait l'inégalité 
lim |lu-—&7|| & 1074|lull. (6) 
po 
Celle-ci garantit la possibilité de calculer lu solution u par les formules (5) avec une 
erreur au plus égale à l’unité de la s-ième décimale (au sens de la norme dans U,). 


LEMME. Pour avoir (6) il faut que le nombre & de décimales s de réserve » dans la for- 
mule (S) vérifie l'inégalité 
(1— 10’); = 10° 


et il suffit que à satisfasse à 
(1+ 10—")p & 10, 


P 
7 : À 
RY "dr 


&=0Q 


= lim max 
pc || ||=1 


La démonstration du lemme est laissée au lecteur. 

Notons que l'existence de g = g(N) découle de la condition (3). Dans la suite nous 
entendrons par & = a{N) le plus petit entier garantissant la condition (6). 11 résulte du 
Re qu’un tel nombre existe, est non négatif et dépend très peu de s ou n’en dépend 
pas du tout. 


DÉFINITION. L’algorithme itératif convergent (2) scra dit stable s'il existe une cons- 
tante C indépendante de NW telle qu’on ait 


a(N)< C; (7) 


l'algorithme (2) sera dit stable au sens faible s’il existe une constante € indépendante de 
N telle qu'on ait 
aN)<CInN, (8) 


sans qu’il y ait stabilité ; l’algorithme (2) sera enfin dit #asrable s'il n’est ni stable ni stable 
au sens faible. 
ExEMPLE. Ecrivons l'équation 
— + Un4itfn = 0, n=0,1,...,N-1, 
(9) 
Ux = (0) 


comme 


an — 1-2r Peu L + PE = 0, il, EE 
us = ( Min + Fun + + PS, n | “0 


Uy = O, 
où r > Oest un paramètre. L’algorithme itératif (2) s'écrit pour (10) 
Mt = (1-2ZhP+ru,itr, n—0,1,...,N-1, | 


uxt1 = 0 


(11) 
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de sorte que l'opérateur R,, v = R,u, se définit par les formules 
v, = (1—-2)u,+ run 4 
Uy — 0. 


A constate aisément que R# ne possède que deux valeurs propres A(N) = 1—2r 
et AN) = 0. 

L’inégalité (3) a lieu et l'algorithme itératif (11) converge pour r < 1. Prenons pour 
norme |lui| = max |u,|. Montrons que, lorsque r < */,, l'algorithme (11) est stable 
et qu'il est instable pour r > */4,. En eflet, si r < °/3, alors 


max |v,l << max(|i—3rl, |1—7|) max |u, | 


si bien que || Rylil « max (11—3rl, [1—rl) = op < 1. Aussi p{N)< 1/1—-0 ct on a, 
cn vertu du lemme, l'estimation (7) où C=-21In(1—0). Soit maintenant r > :/s. 
Posons dans (11), = 0, & = (—i}", n = 0, 1, ..., N—1. On voit sans peine que dans 
ce cas u? = (1—3r)"(— 1)", n = 0, 1, ..., N- p. D'où [lR£| > p,p=1,2,...,N-—1, 
oùp=|1-3r| > 1. Doncy(N) > p",et a = Ninoen vertu du lemme, ce qui démontre 
l'instabilité. On monire que quand r = */:, il y a stabilité au sens faible. 

Ainsi, le critère spectral de convergence (3) de l’algorithme itératif (2) ne détermine 
pas sa stabilité. Le critère spectral et les conditions de stabilité s’énoncent non pas en 
termes de la position des spectres de chacun des R},, mais en ceux de la position du spectre 
et des noyaux du spectre de la famille {R,}. Sous l'hypothèse de la famille de R; unifor- 
mément bornée, || Rrll < C, on vérifié notamment sans difficulté les affirmations sui- 
vantes. 


LEMME. Pour que l'algorithme itératif (2) soit convergent pour tous les N suffisamment 
grands, il suffit que le rayon p d’un noyau du spectre de la famille {Ry} soit strictement 
inférieur à l'unité. 


CRITÈRE DE STABLLITÉ. L'’algorithme itératif (2) est stable si et seulement si le spectre 
de la famille d'opérateurs {Ry} soit strictement intérieur au cercle unité. 


THÉORÈME. Pour que l'algorithme itératif (2) converge et soit stable ou stable au sens 
faible, il suffit que le rayon po du noyau A(1) du spectre de la famille d'opérateurs {R},} soit 
<]; pour que l’algorithme itératif convergent (2) soit instable, il suffit que le rayon o de 
ce noyau soil > 1. 

Nous avons montré au paragraphe précédent que le noyau (1) du spectre de la famille 
{Rx} est indépendant du choix des normes de classe (4) naturelle aux équations aux 
différences. Il en découle en particulier que si les opérateurs R, sont contractants uni- 
formément en N, || RgII < € < 1, de sorte que le spectre ainsi que le noyau A(1) du 
spectre de {R,} se trouvent dans le cercle |41 < C, alors l'algorithme itératif (2) est 
stable et la stabilité (forte ou faible) se conserve dans toute autre norme (4), $ 44 pour 
laquelle les opérateurs R, peuvent ne pas être contractants. 

Dans l'exemple ci-dessus le spectre de la famille {R,} se compose du cercle 
|A-(1-2r)] < ret du point À = 0 et il coïncide avec son noyau (1). 

L’affirmation sur la stabilité de (11) pour r < */, et sur son instabilité lorsque r = */, 
sc démontre donc également à l’aide des critères spectraux. 

Pour calculer la solution d’une équation (non auto-adjointc) de la forme 


on essaie de construire un algorithme itératif de la forme 
Burt = Byur+(A ur +f»). (13) 


On choisit alors B, tel que son inversion numérique soit facile et que le spectre de la 
famille d'opérateurs {Ry}, Ry = Ex+Bx;'Ay, possède le plus petit rayon pe, e< 1, 
possible. En vertu de l'estimation || R3i|  C(eX(v+e})”, où & > 0 est arbitraire et C(e) 
indépendant de N (voir $ 44), cela garantit une convergence rapide et, vu le critère de 
stabilité ci-dessus, la stabilité de l'algorithme itératif (13). 


ANNEXE 


MÉTHODE DES CONDITIONS AUX LIMITES 
INTRINSÈQUES 


La théorie des problèmes aux limites relatifs aux fonctions analytiques, i.c. pour la 
résolution d’un système d'équations de Cauchy-Riemann, ainsi que pour la résolution de 
systèmes d'équations aux dérivées partielles plus généraux, fait appel à la méthode des 
équations intégrales singulières. Ce procédé consiste à ramener les problèmes aux limites 
à des équations intégrales sur la frontière du domaine considéré. En plus des conditions 
aux limites données on utilise alors les conséquences du système différentiel même, à savoir 
les relations que doivent vérifier les fonctions (et leurs dérivées normales) sur ladite fron- 
tière pour qu’on puisse les prolonger à l’intérieur du domaine en une solution du système 
correspondant. S'agissant des fonctions analytiques, c’est la condition classique de 
Sokhotski-Plemelj qui intervient en passant à la limite pour z tendant vers y dans la for- 
mule intégrale de Cauchy 


1 (0) 
PO = 77 | dt. 
y 

Dans le cas d'équations différentielles du second ordre, la condition correspondante résulte 
de la formule de Green donnant la solution en chaque point du domaine en fonction de 
ses valeurs et des valeurs de sa dérivée normale sur la frontière. On obtient cette condition 
en passant à la limite lorsque le point tend vers la frontière de l’intérieur et en utilisant les 
propriétés des potentiels de simple et de double couche. 

L'idée de la méthode des conditions aux limites intrinsèques cst analogue à celle de 
la méthode de réduction des problèmes aux limites pour les équations aux dérivées partiel- 
les aux équations intégrales sur la frontière. Le rôle de conditions aux limites supplémen- 
taires analogues à la condition de Sokhotski-Plemelj incombe à des conditions aux limites 
intrinsèques résultant de l’analoguc aux différences de la formule intégrale de Cauchy 
(ou de celui de la formule de Green). 

1. Classe de systèmes d’équations aux différences. On considère les problèmes aux 
limites pour des systèmes généraux d'équations aux différences à cocfficients constants, 
qui s’écrivent sous forme vectorielle 


Lu= D Ass = fus (1) 
y: 


n= (nine, ...,n,), k = (ki, ke, ..., K,) étant des multi-indices, 4, des matrices carrées, 
f, une fonction vectorielle donnée et u, la fonction vectorielle cherchée, X un ensemble 
fini (pochoir). Le système (1) cest supposé vérifier la condition algébrique suivante : la 
matrice caractéristique 

AG) = Ÿ AË-t, (2) 


ER 


où &-t = Er... Eh et £,, ..., &, sont des paramètres complexes, n'est pas dégénéréc 
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identi t : 
identiquement en det AË) æ 0. (3) 


Cette contrainte est naturelle : on montre que si det A(Ë) = 0, l'équation (1) n’admet une 
solution que pour certains f, finis (en n). 

2. Solution fondamentale. Nous appellerons solution fondamentale du système (1) une 
fonction matricielle G, qui satisfait simultanément aux deux équations suivantes : 


S AiGn+x — ÔE, (4) 
EX 
D GurxAr = ÔE. (4’) 
LE 

LEMME. Soit Q(£,,..., 5,) un polynôme arbitraire en un nombre t quelconque d’argu- 


ments complexes, qui ne s’annule pas identiquement. On peut alors choisir les rayons fr; 
des ee lË,1 = r, de façon qu’on aît l'inégalité Q(E:, ..., &) # O si |El = 
= Pico IG re 

On mène la DÉMONSTRATION par récurrence sur 4. Pour ? = 1, le nombre de racines de 
Q(Ëuy) = 0 est fini et l’assertion du lemme est évidente. En supposant celle-ci démontrée 
pour : = p établissons-la si 1 = p+1. Ordonnons le polynôme Q(é:, ..., &,,,) suivant les 
puissances de &, 41: 


QË:, des Ëp+2) = QotËr D nn TE EE + Ou(Ër 225 ë,), 


où M est un entier naturel ct Q4(é,, ..., &,) ne s’annulce pas PEMARnEnE Choisissons 
Pis cr Py MC SOTIC que Qoté 1 -.., à) # O pour |é1l = 71, ..., El = r,, CC qui est 
possible par hypothèse de récurrence. Prenant un r,,+1 suffisamment grand, La peut avoir 
Q(Ër .… » Ep+1) # 0 pour LA = Fhj = 1, PH. 


THÉORÈME 1. Une matrice G, définie par l'égalité 


= — CUS 
AO re DE E- “ar di. d8, (5) 
17 


est solution fondamentale. 
Conformément au lemme, les r,sont choisis de sorte que det A(ë) # Osilé,] = r,. 
La DÉMONSTRATION est immédiate. Compte tenu des propriétés des résidus nous 
obtenons 


2, AGnes = es y nl ne OA TO dE. dé, = @E, 


*ÈK PA + 
4-4® A($) 
G, = | ————— dé, ... dË, = ÔE. 
x 1 re | ( LEP ide | 
3. Frontière d’un domaine discrétisé. Considérons l’équation (1) sur un ensemble 
borné 
Lu = L Anse = fn n € Do, (6) 
2e K 


avec D, un domaine discrétisé quelconque où 7, est défini. Le domaine de définition de la 
solution u, cst alors un ensemble D que parcourt le point n7+£% si n et k parcourent indé- 
pendamment D, et X respectivement. Faisons correspondre à chaque 7 € D un sous- 
ensemble X, de KX, qui est formé de tous les À € X pour lesquels r—k € D.,. Appelons 
frontière T l’ensemble de tous les points 7 € D pour lesquels K, n’est pas vide. Dans le 
cas de l’analogue aux différences très simple de l’équation de Poisson 


+u +U ru FU du = h°F. 


Lu = u monts "ny An? 
Imi<N, Imi<N; Nh = 1, 


n,-1", COLE A 


346 ANNEXE 


a —— EE om nn 


l'ensemble D, se compose, par exemple, de tous les (#14, 
XXX XX X X x n.h) tombés dans le carré | x1l = 1, |x2| & 1 ; l’ensemble 
K de cinq vecieurs (1, 0), (O, 1), = I, 0), (O, aa 1), (O, 0) , 
l'ensemble D de tous les points entiers du carré |n,| & N, 
lrel <N, re les quatre points anguleux Iml = 
= |n.| = la frontière 7” de deux couches de points 
repérés par Ages petites croix (fig. 52). 
4. Analogues aux différences des formules intégrales 
de Cauchy et du type de Cauchy. 


LEMME. Soit B, une matrice fonctionnelle arbitraire 
définie sur tout le réseau entier pour laquelle la multiplica- 
_ tion à droîte par une matrice carrée d'ordre m a un sens. 
Fig. 52 On a l'identité suivante : 


Y B_, À Anlnte = Y 2e B-n+sAe)u, - à D B_s4i}u. (D 


CE De n£D 12E%, 


X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 


XX XX X X X X 


DÉMONSTRATION. La fonction vectorielle u,, n € D, peut s'écrire 


u, = à tu. 


Les deux membres de (7) dépendent linéairement de #. Il suffit donc de vérifier l'identité 
(7) pour la fonction vectorielle 


O0 si nzt, 
V, = th = OU, = . 
u, Si n=1 


pour tout f € D fixe : 


D, B., 2 Anvn+e = os 8, BA = 


L De D B-1+2 420. = À Br+aAati— 2e Brita Aav, = 
= À, px BA "2. 2 B-.+xAi) L, 


où s— … | si t—k € Do. 
sé, E (4) si tk 4 Do. 


THÉORÈME 2. Soient {u,}, n € D, une solution quelconque de l'équation (6) et G, une 
solution fondamentale arbitraire. On a alors la formule 


LE Sutjur 5 Gus = 


LIEU 


u, Si n€D, 
«® 


O si né D. 
DÉMONSTRATION. Multiplions à gauche les deux membres de (6) par la matrice G,_,, 


puis sommons en tous les #7 € D,. Moyennant l'identité (7) et l'égalité (4°), on obtient la 
formule (8). 


CONSÉQUENCE. Chaque solution {u,} de l'équation (6) est bien définie par ses valeurs sur 
let on la cherche par la formule (8) connaissant ces valeurs. 


THÉORÈME 3. Etant donné une fonction vectorielle quelconque {v,} de dimension m dé- 
finie sur let une solution fondamentale arbitraire G,, la formule 


y = 2 ÿ G s-rméi)n+ à > Gi-mfu 1€ D, (9) 


1€ kK, 


définit une solution de (6). 
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DÉMONSTRATION. Faisons agir l'opérateur L sur la fonction vectorielle {u,} définis 
par la formule (9) : 


Lu, = ».| >. (LG Aer, + D) LGC,-n)/m n € Do. (10) 
LA tex, méDe 
Calculons le second membre de (10). Nous avons en vertu de (4) 


E si n=r-Kk, 
LG, -,+e = 


O0 si nxr-k. 


Par définition de l’ensemble K, le point n = r—k n'appartient pas à D, si bien que le 
premier terme de la somme de (10) est un vecteur nul. Le second terme est évidemment f, 
de sorte que Lu, = /,, et le théorème est démontré. 

L'égalité (8) est analogue à la formule intégrale de Cauchy pour les fonctions analsti- 
ques (z) dans un domaine borné d de frontière > : 


1 QG) g(z) si =€Ed, 
Zi, Ê-S Fe {0 si zédU y. (11) 
€ 


Ceci “ne le rôle de fonctions analytiques, de frontière du domaine et du noyau de 
Cauchy — _ Fe —— est joué respectivement par les solutions {,} du problème (6), la fron- 
tière Z' du domaine discrétisé D et l'expression (à Y  Gn-r+r42), l'ensemble K, en lequel 


on somme mettant en évidence la structure de la “frontière au voisinage du point r € F”. 
La formule (9) évoque alors naturellement la formule intégrale du type de Cauchr. 
Quant à la formule (8), elle est analogue à celle de Green pour l'équation de Laplace. 
Il existe néanmoins une différence essentielle entre (11) et (8) : la formule intégrale 
de Cauchy n'est valable que pour l’intérieur du domaine d et la formule aux différences (8) 
l’est partout sur D, y compris aux points de la frontière T°. 
On note une différence analogue en ce qui concerne (9) et la formule de Green. 
S. Conditions aux limites intrinsèques. 


THÉORÈME d. Soit G, une solution fondamentale de l'équation (1). Pour qu’une fonction 
vectorielle {u,}, r € l”, définie sur T° soit prolongeable partout dans un domaine discrétisé 
borné D en une solution de l'équation (6), il faut et il suffit que tous les n € T° vérifient les 


égalités 
2. | D Gn-r+e)u, mA à Cu-mSm = u,, n € T. (12) 


4€ &, m£tDe 


DÉMONSTRATION. Si {u,}, r € T', est prolongeable partout sur D en une solution {u,}, 
n € D, en appliquant à cette solution la formule (8), puis en considérant l'égalité obtenue 
pour n € TJ” seuls, on s’assure que (12) est vrai. Inversement, si {u,}, r € F”, satisfait à (12), 
on prend v, = u,et on construit une solution {u,}, n € D, d'ap la formule (9). En vertu 
de (12), les valeurs frontières de cette solution {u,}, r € F, coïncident avec des valeurs 
données. 

Le théorème que nous venons de démontrer nous autorise à appeler les égalités (12) 
conditions aux limites intrinsèques : ces conditions ne sont pas données de l'extérieur, ce 
sont les conséquences de l'équation aux différences même. 

A condition d'interpréter (8) et (9) comme les analogues des formules intégrales de 
Cauchy et du type de Cauchy, on peut dire que les conditions aux limites intrinsèques 
sont analogues aux conditions classiques de Sokhotski-Plemelj sous lesquelles une fonc- 
tion g(z) donnée sur la frontière y d'un domaine d du plan complexe est prolongeable 
partout dans den une fonction analytique. 

La formule (8) peut s’interpréter comme la formule de Green aux différences adéquate 
au système (6), qui tient compte implicitement des « sauts de potentiel » sur la frontière 
l'et conduit aux conditions (12). 
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6. Opérateur projection frontière. Les conditions aux limites intrinsèques se prêtent 
à une écriture différente de (12). Désignons par U,; l’espace vectoriel de toutes les 
fonctions vectorielles discrètes u7 = {u,}, r € l, et par Ur le sous-espace formé de 
celles d’entre elles qui sont prolongeables partout dans D en des solutions {u,}, n € D, 
de l’équation homogène associée à (6). 

Définissons l'application linéaire P, ur — Pvr, de l’espace U,. dans lui-même par 


la formule suivante : 
U, = G-,rrAit, ner. 1 
2, (, ; k :) € (13) 


THÉORÈME 5. P est l'opérateur projection de Ur sur Ur. 


DÉMONSTRATION. En effet, quel que soit v, € U7, l'élément ur = Pvr appartient, en 
vertu du théorème 3, à U;. Si ur € U}, alors Pur = up aux termes du théorème 2. 
Le théorème est démontré. 

L'opérateur P défini par la formule (13) sera dit opérateur projection frontière. Moyen- 
nant cet opérateur les conditions aux limites intrinsèques (12) s’écrivent 


ur— Pur = 0 (14) 


dans le cas /, = 0. Soulignons que l’opérateur projection frontière dépend du choix de la 
solution fondamentale G,. 

7. Problème aux limites général. Etant donné la conséquence du théorème 2, on 
définit chaque solution de l'équation (6) connaissant ses valeurs sur la frontière J.. 
C’est ce qui permet de déterminer le problème aux limites linéaire général pour (6) comme 
un problème de la forme 


Lu = Le AHnte =f,, n€ Do | 


ur=g, geo, J 


avec / un opérateur linéaire appliquant l'espace U; sur un espace vectoriel ®. 

Les schémas aux différences naturels approchant le premier, le deuxième ou le troi- 
sième problème aux limites pour l'équation de Poisson s’écrivent par exemple facilement 
sous la forme (15). 

L’appellation «problème aux limites général » est un peu conventionnelle, car il 
existe des problèmes aux limites aux différences d’une forme autre que (15). C’est le cas, 
par exemple, de schémas aux différences naturels pour les problèmes aux limites différen- 
tiels où l'équation différentielle est d’un ordre inférieur à celui des conditions aux limites 
différentielles. 

8. Idée à la base de la méthode des conditions aux limites intrinsèques. Soit, = 0 
pour plus de simplicité. Il v a une relation étroite entre le problème aux limites aux 
différences 


(15) 


Lu=0, lur=g (16) 
et le problème 
up—-Pur=0, ur = 9%. (17) 


Notamment, les valeurs frontières ur = {u,}, r € l”, de chaque solution {u,}, n € D, 
du problème (16) vérifient, en vertu du theorème 2, les équations (17). Inversement, cha- 
que solution ur = {u,}, r € T°, du problème (17) est prolongeable, selon le théorème 4 et 
la conséquence du théorème 2, de façon unique partout dans D en une solution du pro- 
blème (16). L’idée fondamentale de ia méthode des conditions aux limites intrinsèques 
consiste à passer du problème initial (16) au système d’équations (17) sur la frontière 7”. 
Les progrès ainsi obtenus sont fonction de deux circonstances suivantes : 1) un petit 
nombre (par rapport au problème (16)) d’inconnues du problème (17) ; 2) une forme spé- 
ra du système (17) qui comprend comme partie intégrante l’opérateur projection fron- 
tière. 

9. Stabilité des conditions aux limites intrinsèques. 11 y à à craindre que les 
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conditions aux limites intrinsèques u,-—Pu, = 0 ne soient « presque dégénérées », ce 
qui entrainerait un mauvais conditionnement du problème (17) quel que soit l’opérateur 
l, de sorte que le passage de (16) à (17) occasionne une perte de stabilité numérique. 

Supposons que l’espace ® est inclus dans U;., introduisons dans ce dernier (donc 
dans ® © U;) une norme |l-|| et démontrons un théorème aux termes duquel on passe 
du problème (16) au problème (17) sans qu'il y ait perte de stabilité numérique. 


THÉORÈME 6. Soit ur solution du problème (17) pour tout q € ®, qui s’évalue par 


url < clpli, (18) 
c étant indépendant de ç. Soit ensuite tr un élément quelconque de U,.. Notons 
Tr-Pir=ÿ, lvr=$%. (19) 
On a alors l'estimation 
Mori cIGII+IAN pi) + Hg. (20) 


A condition de prendre (19) pour équations définissant +}, l'estimation (20) signifie 
que la sensibilité de la solution de (19) aux perturbations # sur le second membre des con- 
ditions aux limites intrinsèques se caractérise par la constante c de l'estimation (18), i. e. 
par sa sensibilité aux perturbations sur le second membre de la condition aux limites 
donnée {ur = 9. 


DÉMONSTRATION. Notons zr = tr—ÿ = Pv,.En vertu du théorème S,:,= Pv,. € U.. 
Donc 
Zr—Pzr= O, Er = l(ur-ÿ) = p—lÿ, 


i.c. = vérifie un système de la forme (17) et, selon (18), l'estimation 
Hzril< cig-Gil < IH HN ZI HI). 


Compte tenu de l'identité zr = vr—%, il en résulte (20). 

10. Une idée supplémentaire. Exposons une idée à utiliser pour résoudre sur 
machine les problèmes aux limites relatifs à des équations aux dérivées partielles pour 
le problème suivant. 

Soit u(x, y) une fonction définie dans un domaine d de frontière > suffisamment régu- 
lière en tant que solution du problème de Dirichlet 


Œu Ou 
Fr Fa = 0, (x, >) € d, | 
ul, = &s). 
Ou 


On demande de trouver la dérivée pro M B(s) dans la direction de la normale intérieure 


| . | . : y 
Ce problème intervient si, connaissant la température u|, = a(s) sur y, on veut trouver 
le flux thermique stationnaire à travers cette frontière. 

On entend par s la longueur d’arc suivant y et on estime, pour fixer les idées, que la 


longueur totale de > vaut 27. Cherchons _ | = b(s) de façon approchée comme somme 
partielle 


& 
b(s) = Ÿ (a, cos js+B, sin js) 
Jj=0 


de sa série de Fourier. Les cocfficients «, et B, se déterminent par la méthode des conditions 
aux limites intrinsèques. Donnons-nous # > 0, construisons le réseau CRBAL 


= (rh, nh), l'équation aux différences 


U, +1, Re F Un 3, fa Tu, mHT Un .n,—1 — du, Re ni 0 
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et rapportons à D, = D$ tous les points du réseau qui appartiennent, de mème que les 
quatre points voisins, à d U y. On définit ainsi un domaine discrétisé D — D", sa frontière 
T'= T'et les conditions aux limites intrinsèques u,;.— Pur = 0. 

L'idée consiste à prolonger, connaissant u|, = a(s) et . = b(s) écrit sous forme 
de série à coefficients indéterminés, la solution moyennant la formule de Taylor de la 
frontière y dans la bande limitrophe contenant la frontière l'* du domaine discrétisé, puis 
à choisir les coefficients indéterminés «&, = &}, 6, = B} à partir de la condition de minimi- 
sation du résidu apparu par substitution de la fonction u(x, y) ainsi prolongée dans les 
conditions aux limites intrinsèques. | 

Ou 


Détaillons l'algorithme. Connaissant u|., = a(s) et — | — b(s) on trouve, en vertu 


On :. 

* | : Œu | Ou ! g AE LE 
de l'équation de Laplace, les fonctions Se | et |: combinaisons linéaires des fonc- 
tions a(s), d'(s), d'(s), b(s), b'(s), b'’(s) à coefficients bornés dépendant de la seule courbure 
de la frontière y. 

. Ou |! Cu ! Ou |! ,. ; 

Dans les expressions de ên | "SE | et SF | laissons uniquement les termes pré- 
cédés de coefficients «, et B,, j <k : le nombre k Sera précisé plus loin. Soient g € l” 
et g € L'Ile point le plus proche de g sur y. 

Définissons approximativement u, par la formule 


0 du) ,(GQgÿ ui (Go Su 
ug = &(s)),.,,+4q On is 2! nr ls 3! EAP 


et portons ces expressions pour g € 1” dans le premier membre de la condition intrinsèque 
ur— Pur = 0. On voit surgir le résidu pr = ur— Pur, fonction du choix des coefficients 
indéterminés &,, B,, j << k. 


THÉORÈME 7. Supposons que la solution wx, y) du problème de Dirichlet possède des 
dérivées bornées jusqu'à l’ordre r = 6 dans le domaine d jusqu’à sur la frontière y et qu’en 
construisant les conditions aux limites intrinsèques on prend pour G, une solution fondamen- 


tale qui croft pour ni+ni co comme logarithme f Yn?+ n2. Cette solution fondamentale 


a été obtenue et étudiée par S. Soboler (Doklady Akad. Nauk S.S.S.R., 87, 3 (1952), pp. 
341-344). 


3 


Posons k = h Si a =x,p, =, j&k, sont définis par la condition 


max iy,i = min 
«er 


2 Ve = min, 
LL 


on a les égalités respectives suivantes : 


ou par 


£ 
re b(s)— Ÿ (a, cos js+p, sin js) | = O(h), 
+ j=0 | 
k : — 
max | Hs) 3, (œ, cos is+ B, Sin js)| = O(Fh). 
4 | es 4 


La démonstration étant volumineuse, nous la laissons de côté. 
Notons que plus r est grand, moins # est élevé et plus le calcul de &,. B,, j « k. est 
facile. 


MÉTHODE DES CONDITIONS AUX LIMITES INTRINSÈQUES 351 


11. Comparaison de la méthode des conditions aux limites intrinsèques avec la mé- 
thode des équations intégrales singulières. Au début de l’Annexe nous avons noté une 
analogie entre la méthode des conditions aux limites intrinsèques et celle des équations 
intégrales singulières. Comparons ces méthodes afin de préciser la ressemblance et les 
différences essentielles. 

Illustrons, pour commencer. l’idée de la deuxième méthode pour les problèmes 
aux limites différentiels sur l’exernple du problème 

Œu Ou 
Dee M 0, x = (x, x2) € 2, (21) 
dolo+ dia = x),  X = (x1, xe) € ©, (22) 


où u = const > 0, © est un domaine borné et w sa frontière. La condition aux limites 
(22) relie la solution u = uÿ{x) sur la frontière du domaine et sa dérivée Ou/0v = u,(x) 
dans la direction de la normale intérieure. Les coefficients a, et a, sont des opérateurs 
donnés. 

Ecrivons la formule classique de Green pour l'équation (21) : 


u(x) = Î [etx- y) — —u +] do,, (23) 


rEo 


où #(x) est solution fondamentale de (21) tendant vers zéro à l’infini. Faisons tendre x 
vers w. Compte tenu des propriétés des potentiels de simple et de double couche nous 
obtenons sur la frontière w une relation de la forme 


Uo = bouo+biui (24) 


entre la solution u(x) et sa dérivée normale Ou/0r = u,(x) sur w ; b, et b, sont des opéra- 
teurs intégraux connus. Le passage du problème (21), (22) au système équivalent (22), 
(24) par rapport aux fonctions u(x), u,(x) définies sur la frontière & constitue justement 
l'essence de la méthode des équations intégrales singulières. 

Adressons-nous maintenant à la méthode des conditions aux limites intrinsèques 
appliquée au problème aux limites général suivant pour l’analogue aux différences de 
l'équation (21) dans un domaine discret carré 


Un nrn nine + ntm Une CU, = 0, (25) 
—N < Mis Ne < N, 
lur = @. (26) 


Mettons les conditions aux limites intrinsèques u;— Puy = O sous une forme com- 
mode pour l’exposé qui suit. 
On vérifie aisément que la formule (9) se récrit alors 


U, = D (G,-,(4,u,)—u,(4,G,.-,)]+ D u,d,, nE D, (27) 
AIT 


- 


PC e 


avec Q, l’ensemble des points de J” situés sur les côtés du carré im,i=N, Inm]= A, 
ie. sur la face extérieure de la frontière bilatérale J' du réseau carré (fig. 52), et 4, l’analo- 
gue aux différences de la dérivée dans la direction de La normale intérieure. 

La formule (27) serait un analogue parfait de la formule classique de Green (23) 


n'était-ce le «terme singulier » ÿ qu, de son second membre. Si ce terme était absent. 
l'égalité (27) ne serait vérifiée que pour n € D, etelle ne donnerait pas lieu aux conditions 
aux limites intrinsèques ur— Pur = 0. Celles-ci s'obtiennent de (27) si n parcourt seule- 
ment les points de la frontière J’ de D et non pas ce domaine tout entier, et on les écrit 
à l’aide de deux systèmes d'égalités 


u, = >. (G,_,(d,u,)-u,(4,6,-)]+u. 1€ Qo (28) 
rc Q 


u, D (G,-,(4d,u,)— u,(4,G,-,)], n € ATOS (29) 
rEQo 
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correspondant respectivement aux points n € @, de la face extérieure de l'et aux points 
n € 1\Q de sa face intérieure. On prendra pour G, dans les égalités (28) et (29) une solu- 
tion fondamentale bornée. 

On montre que les conditions aux limites intrinsèques ur — Pur = 0, i.e. le système 
d'équations (28), (29) est algébriquement équivalent à chacun des sous-systèmes (28) et 
(29) pris isolément. 

Le sous-système (28) est analogue à la relation intégrale (24) si bien que l’analogue 
aux différences du problème (22), (24) est le problème (27), (28) et non pas 


lur=, ur—-Pur= oO, 


problème décrit par les égalités (27) à (29) qui nous sert à illustrer la méthode des condi- 
tions aux limites intrinsèques. 

Ï1 y a une différence évidente entre les conditions u;— Pur = 0, i.e. le système (28), 
(29), et le seul sous-système (28). Les premières contiennent les égalités surabondantes 
(29). En ce sens, les conditions aux limites aux différences intrinsèques ur— Pur = 0 
s’apparentent aux conditions de Sokhotski-Plemelj pour les fonctions analytiques plutôt 
qu’à la relation intégrale (24). Les conditions de Sokhotski-Plemelj sont deux relations 
réclles relatives à deux fonctions réelles, mais elles ne sont pas indépendantes, et la variété 
de couples de fonctions les vérifiant dépend d’une fonction réelle arbitraire. 

Notons que le fait de comprendre l'opérateur projection frontière avantage heureuse- 
ment les conditions aux limites intrinsèques u,.— Pur — O par rapport au sous-système 
équivalent (28). C’est la raison pour laquelle le problème /u,- = g,ur-—Pur = y est stable 
au sens du théorème 6 par rapport à la perturbation sur le second membre w. En suppri- 
mant dans le cas général certaines équations du système ur—/Pur = 0 on peut aboutir 
à un sous-système qui équivaut du point de vue algébrique au système initial, mais qui 
n'est plus stable. 

On montre que dans notre exemple (25), (26), on préférera, pour remplacer u7— Pur = 
= 0, au sous-système (28), analogue à la relation intégrale (24), le sous-système (29) qui 
est stable et se compose, à la différence de (28), d'équations indépendantes : son rang est 
égal au nombre d'équations constituantes. 

Ainsi, dans l'exemple considéré, l’analogie entre la méthode des conditions aux limites 
intrinsèques et celle des équations intégrales singulières n'est pas parfaite. Cela est vrai 
à plus forte raison en ce qui concerne la méthode classique des équations intégrales dans 
laquelle on recherche non pas la solution du problème initial (21), (22) sur la frontière, 
mais une densité auxiliaire de potentiel de simple ou de double couche. 


COMMENTAIRES 


Ch. 1. 88 1, 2. On peut faire connaissance avec la théorie générale des équations 
aux différences linéaires en consultant par exemple [18, chap. V]. 

Ch. 1. $ 3, n° 3. Le théorème sur la disposition des racines a été indiqué par 
S. Godounov. 

Ch. 2, $ 5. Les auteurs ont pris connaissance de la méthode du balayage et de 
sa justification pour une classe de problèmes aux limites aux différences lorsqu'ils ont 
lu en 1953 le manuscrit de l’article de I. Guelfand et ©. Lokoutsievski « Méthode du 
balayage de résolution d’équations aux différences » (voir p. ex. [3] ou [4]). Il existe 
des variantes du balayage destinées à calculer les solutions de problèmes aux limites aux 
différences autres que ceux abordés dans le présent ouvrage. Pour les résultats et la biblio- 
graphie voir p. ex. [6], [12], [15]. 

Ch. 3. C'est N. Bakhvalov qui a proposé d'utiliser, pour légitimer le balayage, la 
propriété de bon conditionnement d’un problème aux limites aux différences. Son idée a 
été partiellement réalisée dans [4], puis par V. Ognéva, Zh. Vychisi. Mat. i Mat. Fiz. 
7, n° 4 (1967) qui s’est servie la première des systèmes tronqués. Un exposé modifié du 
dernier ouvrage cest contenu dans [17]. 

En justifiant le bon conditionnement d'un problème aux limites aux différences ($ 6), 
les auteurs utilisent la thèse de l'étudiant de l’Université de Novosibirsk Baguisbaev (en 
particulier, l'exemple montrant qu'on ne peut ignorer la condition de régularité des coef- 
ficients). Le travail de Baguisbaev a été fait sous la direction de S. Godounov. 

Ch. 6. $S$ 19, 20. Celui qui veut faire une plus ample connaissance avec les 
méthodes numériques de résolution des équations différentielles ordinaires peut s’adresser 
aux ouvrages [3], [15] et à la bibliographie qu'ils contiennent. 

Les schémas aux différences pour certaines classes importantes d'équations différen- 
uelles à cocfficients discontinus ont été construits dans la théorie des schémas aux diffé- 
rences homogènes de A. Tikhonov et A. Samarski et exposés dans l’un des chapitres 
de [12]. 

Les schémas aux différences bilatéraux relatifs à des problèmes à deux et à # points 
et à des problèmes linéaires plus généraux pour les équations différentielles ordinaires 
d'ordre pair quelconque ont été proposés par E. Volkov, Trudy Mat. Inst. Steklov, 128 
(1972). Le même auteur a obtenu des estimations de l’erreur sur une solution aux différen- 
ces d’un problème à 2 points pour une équation du second ordre, estimations qui s’expri- 
ment explicitement en fonction des coefficients de l’équation (Trudy Mat. Inst. Steklov, 
112 (1971)). 

Ch. 7, $ 21. On doit la première description du concept de la stabilité des sché- 
mas aux différences par rapport aux erreurs d’arrondi commises sur les données initiales 
à J. von Neumann et KR. D. Richtmyer (4 Method for the Numerical Calculations of 
hydrodynamical shocks. Jour. of applied physics, vol. 21, N°3, 1950). La première classifi- 
cation des définitions de la stabilité et de l’approximation dans laquelle ces propriétés 
entraînent la convergence a été proposée par V. Riabenki (Doklady Akad. Nauk S.S.S.R. 
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86, N°6 (1952)) dans le cas d’analogues aux différences du problème de Cauchy pour les 
systèmes d’équations aux dérivées partielles. 

La classification des définitions fondamentales et le théorème aux termes duquel la 
convergence découle de l’approximation et de la stabilité sont proches de cœux de 
A. Philippov (Doklady Akad. Nauk S.S.S.R. 100, N°6 (1955)). Voir également [11] ou 
[4]. La différence principale est que les auteurs donnent une définition plus universelle de 
l’approximation. 

Il existe d’autres systèmes naturels de définitions fondamentales dans lesquels l’appro- 
ximation et la stabilité garantissent la convergence. Celui de D. Lax (1956) en est le plus 
connu (voir p. ex. [19}). Sa théorie considère les schémas aux différences pour des problè- 
mes instationnaires sous l’hypothèse que ceux-là agissent non pas dans l’espace de fonc- 
tions discrètes mais dans le même espace fonctionnel que l'équation différentielle. On dé- 
montre sous cette hypothèse (supplémentaire) que pour un schéma aux différences appro- 
ximant il y a à la fois stabilité et convergence. Ce théorème d'équivalence particularise 
la construction plus générale de L. Kantorovitch (Uspehi Mat. Nauk 3, fasc. 6 (1948)). 

Ces dernières années A. Samarski a proposé et développé de commun avec A. Gouline 
une théorie de la stabilité applicable à une très vaste classe de schémas aux différences 
([12]. [13] et $ 41 du présent ouvrage). 

Pour les résultats récents, la bibliographie et l’exposé sommaire des travaux sur la 
stabilité des schémas aux différences voir [4], [7], [10] à [14], [19]. 

Il faut dire que le travail de R. Courant, K. Friedrichs et H. Lewy (Über die partiellen 
Differentialgleichungen der mathematischen Physik, Math. Annalen, V. 100, 1928) et de 
nombreux autres ouvrages où la méthode des différences finies sert à démontrer l'existence 
de solutions d'équations différentielles établissent des inégalités qui s’interprètent 
aujourd’hui comme la stabilité pour telle ou telle norme. La notion de stabilité est cepen- 
dant consécutive à l’utilisation de schémas aux différences pour le calcul approché des 
solutions supposées existantes. Aussi la stabilité est-elle en général étudiée pour des 
normes plus faibles qu’il n’est nécessaire pour démontrer l'existence. 

Le premier à recourir à la méthode des différences finies pour prouver l'existence de 
solutions d'équations aux dérivées partielles a été L. Lusternik (1924) (voir Uspehi Mat. 
Nauk 8 (1940)) qui considérait l’équation de Laplace. 

Notons que E. Volkov (Trudy Mat. Inst. Steklov 117 (1972)) a évalué l'erreur sur 
la solution aux différences de l’équation de Poisson en l’absence de l’approximation d'ordre 
deux de l’opérateur de Laplace parmi les niveaux dont le nombre croît indéfiniment avec 
le fractionnement du pas. Cette estimation est en mème temps plus forte qu’une approxi- 
mation uniforme d'ordre deux vu qu’elle établit une décroissance complémentaire des 
erreurs au voisinage de la frontière du domaine. 

Ch. 7, 8 22, n°3. Le procédé exposé de construction de schémas aux différences 
a été avancé par P.L.I. Brian, A.I.Ch. E.J. 7 (1961); J. Douglas, Num. Math. 4 (1962): 
J. Douglas, Trans. Amer. Soc. 89 (1958) ; S. Godounov, Méthodes aux différences 
de résolution des équations de la mécanique des fluides, Novosibirsk, 1962 (rotaprint) 
(éd. russe). La version bidimensionnelle du schéma prédicteur-correcteur de Lax-Wen- 
droff {19] pour les problèmes de mécanique des fluides a été proposée par L. Tchoudov 
(voir l'aperçu de G. Rosliakov et G. Télénine dans le recueil Méthodes numériques en méca- 
nique des fluides, M., éd. Univ. Moscou, fasc. 2, 1963). L'idée de la méthode de Runge- 
Kutta a été utilisée par V. Roussanov (préprint de l’Institut de mathématiques appliquées 
de l’Acad. des Sci. de l’U.R.S.S., 1967) afin de construire un schéma aux différences exact 
à l’ordre 3 pour le calcul en mécanique des fluides. 

L. Tchoudov (article dans le recueil Certaines applications de la méthode des réseaux 
en mécanique des fluides, fasc. 1, « Courants dans la couche limite », éd. Univ. Moscou, 
1971) a construit pour les équations du type parabolique un schéma aux différences du 
tvpe Runge-Kutta exact à l’ordre 2 qui possède de bonnes propriétés de lissage. Les sché- 
mas de prédiction-correction s'appliquent souvent dans le calcul en mécanique des fluides. 
Voir p. ex. [1]. Ilexiste des méthodes variationnelles et autres de construction de schémas 
aux différences (voir [7], [10] à [15], [19], [20)). 

Ch. 8, $ 25, n°5. Il paraît que la possibilité d'utiliser les approximations difié- 
rentielles pour étudier les équations aux différences a été mise en évidence aux années 
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1950 par A. Joukov (communication à un séminaire de l’Institut de mathématiques appli- 
quées) à qui on doit également l’exemple considéré. La théorie des approximations diffé- 
rentielles qui étudie les propriétés asymptotiques et de groupe de certaines classes intéres- 
santes d’équations aux différences a été construite par N. Yanenko et Y. Chokine, Sib. 
Mat. Zh. 10, N° 5 (1969) ; Méthodes numériques en mécanique des milieux continus 2, 
N° 2 (1971). Ces questions sont également traitées par N. Kouznétsov, Doklady Akad. 
Nauk S.S.S.R. 200, N° 5 (1971); Doklady Akad. Nauk S.S.S.R. 204, N° 2 (1972) ; 
Zh. Vychisi. Math. i Mat. Fiz. 12, N° 2 (1972). 

Ch. 8, $ 26, n°1. L'idée de fixer les coefficients aux points intérieurs a été avancée 
dans l’article cité (commentaire du $ 21) de von Neumann et Richimyer. 

Ch. 8, 8 26, n°2. Le critère de Babenko et Guelfand a été proposé dans leur 
rapport commun avec O. Lokoutsievski à la conférence de l'analyse fonctionnelle 
(Moscou, 1956). Voir également [2] et les commentaires du ch. 13. 

Ch. 8, $ 27. Il existe un algorithme de calcul des coefficients de la série finie 
de Fourier, dit transformation de Fourier rapide, qui est très économique en ce qui 
concerne le nombre d'opérations arithmétiques. Voir p. ex. [15] ou [7]. | 

La méthode de Fourier a été utiliste par ©. Ladygenskaïla pour étudier des équations 
aux différences (Rapport au Séminaire Petrovsky à l’Université de Moscou (1949) et 
Doklady Akad. Nauk S.S.S.R. 88, N° 4 (1953)). 

Ch. 8, 8 28, n°2. O. Ladygenskaïa a été la première à construire un schéma aux 
différences implicite pour les systèmes hyperboliques au sens de Petrovsky (Doklady 
Akad. Nauk S.S.S.R. 88, N° 4 (1953)). 

Ch. 9. Voir [10] et sa bibliographie ; on trouve dans les recueils et les revues 
de nouveaux ouvrages consacrés aux méthodes numériques en mécanique des milieux 
continus. 

Ch. 10. Le schéma de directions alternées (12) du & 32 a été construit par 
D. Peaccman et H. Rachford en 1956 (voir p. ex. [16] ou [20)]) ; le schéma de décompo- 
sition (7) du $ 31 a été proposé par N. Yanenko, Doklady Akad. Nauk S.S.SR., 125, 
N° 6 (1959). On dispose aujourd’hui de tels schémas pour nombre de preblèmes fondamen- 
taux de la physique mathématique. Voir p. ex. [7], [12], {14}, [16], [20], la monographie 
de E. Diakonov, Méthodes aux différences de résolution des problèmes aux limites, 
1re partic (1971), 2tme partie (1972), éd. Univ. Moscou, et la bibliographie qu'elle 
contient. 

En ce qui concerne la méthode de grosses particules de Bélotserkovski ct Davydov 
et ses applications, consulter, en plus du travail de ces auteurs cité dans le $ 33, le recueil 
d'articles, Problèmes de maïliématiques appliquées et de mécanique, M. « Naouka » 
(1971), Zh. Vychisl. Mat. i Mat. Fiz. 13, N° 1 (1973). 

Ch. 11, $ 34. Pour calculer la solution de l'équation de Poisson aux différences 
dans un rectangle le procédé le plus économique est la transformation de Fourier 
rapide (voir commentaire du $ 27). Les schémas aux différences pour les équations de 
Laplace et de Poisson dans des domaines curvilignes ont intéressé, depuis Lusternik (1924), 
de nombreux savants. Voir p. ex. [8], [12], [16] et leur bibliographie. 

Pour plusieurs schémas approximant les problèmes de Dirichlet, de Neumann et le 
problème aux limites mixte relatif aux équations de Laplace et de Poisson sur un rectangle, 
un parallélépipède rectangle et certains triangles on a obtenu des estimations d’erreur 
s’exprimant directement par les données initiales (E. Volkov, Trudy Mat. Inst. Steklov, 
74 (1966), 105 (1969), I. Soultanova, Zh. Vychisi. Mat. i Mat. Fiz, 11, N° 5 (1971) et la 
bibliographie de cet article). E. Volkov a également établi (Trudy Mat. Inst. Steklov, 128 
(1972)) que si l'opérateur aux différences satisfait aux nœuds frontières à la condition 
d'être adéquat au laplacien aux différences à cinq points standard. l’équation aux différen- 
ces de Poisson prolongée du réseau à un domaine fermé de frontière curviligne approche. 
pour des données suffisamment régulières, à l’ordre 2 par rapport au pas la solution 
cherchée avec ses dérivées jusqu’à l’ordre n inclus, n => 0 quelconque. 

Selon E. Volkov (Trudys Mat. Inst. Steklov, 96 (1968)), la méthode des réseaux carrés 
sur un domaine d'angle &7, 1/7, < &œ « 2,x # 1, garantit la convergence uniforme de la 
solution aux différences de l'équation de Laplace à l’ordre 1/x au plus, les valeurs frontières 
pouvant être aussi régulières qu’on le veut. On trouve dans le même article une méthcde 


23° 


356 COMMENTAIRES 


des réseaux carrés et polaires composés pour l'équation de Laplace sur des domaines finis 
et infinis de frontière régulière par morceaux, qui garantit, dans des conditions naturelles 
sur les valeurs frontières, une convergence uniforme de l’ordre de O(h°) de la solution aux 
différences sur un réseau dont les nœuds sont au nombre de O(k-=° In h-1). 

Ch. 11, 8 35. L'idée de considérer les solutions des problèmes stationnaires comme 
limite de celles des problèmes instationnaires avec l’augmentation du temps a été utilisée 
pour la première fois dans les années 1930 par A. Tikhonov. 

Un schéma aux différences de stationnarisation pour le calcul de l'écoulement super- 
sonique stationnaire des corps par un gaz a été proposé par S. Godounov, A. Zabrodine 
et G. Prokopov, Zh. Vychisi. Mat. i Mat. Fiz. 1, N° 6 (1961). Il est à noter qu'en justifiant 
la stabilité de ce schéma K. Bagrinovski et S. Godounov (Doklady Akad. Nauk S.S.S.R., 
115, N° 3 (1957)) utilisent l'éclatement des opérateurs aux différences. De nombreux auteurs 
se sont occupés du calcul de problèmes stationnaires par stationnarisation. 

L. Lusternik a indiqué une des premières méthodes efficaces d'accélération de la con- 
vergence dans la résolution de l'équation de Poisson aux différences (Trudy Mat. Inst. 
Steklov, 20 (1947)). 

Ch. 11, $ 36. À commencer par les travaux de A. Abramov, M. Gavourine. 
Flanders et Shortley datant de 1950, on utilise dans divers problèmes les polynômes de 
Tchebycheff pour choisir un ensemble optimal de paramètres d’itération. 

Pour les résultats récents, la bibliographie et divers aperçus des méthodes itératives 
de résolution de problèmes aux limites elliptiques aux différences voir entre autres [8], 
[12], [16], [20] ; les monographies de E. Diakonov, Méthodes itératives de résolution 
d'analogues aux différences des problèmes aux limites pour les équations du type elliptique, 
Kiev, 1970 (rotaprint), de G. Martchouk et Y. Kouznétsov, Méthodes itératives et fonc- 
tionnelles quadratiques, Novisibirsk, « Naouka », Section sibérienne, 1972 (rotaprint) ; 
l'article de synthèse de KR. Fédorenko, Uspehi Mat. Nauk 28, N° 2 (1973). 

Ch. 12, & 40. Les solutions stationnaires sont souvent utilisées pour éclaircir le 
Caractère de la convergence au voisinage des frontières. Voir p. ex. S. Godounov, Mat. 
sb. 47 (89), 3 (1957). 

Ch. 12, $ 41, n° 4. Les auteurs ont utilisé le n° 4 du $ 6 de [11] dù à A. Philippov. 

Ch. 12, 8 41, n° 5. Le choix du produit scalaire (u, v) , PAT la formule (21) a 


été visiblement proposé par H. Mignot en 1953 pour un cas particulier de l’analogue 
aux différences de l’équation de la chaleur à cocfficients variables et, sous une forme plus 
générale, dans le $ 15 de [11] qui contient également un exposé modifié du travail mentionné 
de Mignot. 

Ch. 12, &$ 41, n° 6. Le premier critère de stabilité dz Samarski de ce numéro 
s'obtient du théorème 5, n° 6, $ 1, ch. VI de [12] si au lieu d’un espace de Hiibert 
on considère l'espace euclidien et si on pose 9 = 1. Voir également n° 7,$ 1, ch. VI de [12]. 

Ch. 13, $ 42. La notion de spectre d'une famille d'opérateurs aux différences 
a été introduite dans [4] où elle a permis en particulier de justifier le critère de sta- 
bilité des problèmes instationnaires sur un segment dü à Babenko et Guelfand. On y dé- 
montre de même qu’une condition nécessaire de stabilité est que le spectre de la famille 
soit dans le cercle unité. 

Le théorème 2 a été obtenu par V. Riabenki, Doklady Akad. Nauk S.S.S.R., 185, 
N° 2 (1969). 

Ch. 13, $ 44. La notion de noyau du spectre d’une famille d'opérateurs a été 
introduite par V. Riabenki, Doklady Akad. Nauk S.S.S.R. 185, N° 2 (1969). L'auteur 
v a également formulé les théorèmes 1 à 4. 

Le théorème de A. Sokolov pour les coefficients scalaires 4,, B, a été publié dans 
Doklady Akad. Nauk S.S.S.R. 208, N° 2 (1973) ct la démonstration dans le cas général 
de coefficients matriciels a été communiquée par le même auteur après la parution de l’ar- 
ticle indiqué. 

Ch. 13, 8 45. Le paragraphe reproduit l'article de V. Riabenki, Doklady Akad. 
Nauk S.S.S.R. 193, N° 3 (1970). 

Annexe. La méthode des conditions aux limites intrinsèques (MCLI) a été pro- 
posée par V. Riabcnki, Thèse de doctorat, Institut de mathématiques appliquées de 
l’Académie des Sciences de l’U.R.S.S. (1969). Les n°* 1 à 9 et 11 exposent partielle- 
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ment l’article de V. Riabenki (Uspehi Mat. Nauk 26, N° 3 (1971)). L'article en question 
fournit de plus certaines applications de la méthode à l'étude et au calcul des solutions 
de problèmes aux limites aux différences dans des domaines simples et composés. 

Le contenu du n° 10 reproduit le rapport de V. Riabenki à la conférence célébrant 
les soixante-quinze ans de l’académicien Petrovsky (Université de Moscou, janvier 1976). 

Annexe, n° 2. A. Béliankov (Math. Zametki 18, N° 5 (1975)) a démontré l’exis- 
tence d’une solution A qui croît pour ||n{| = m+ ... +n— au plus 
comme une puissance de ||#1||. 

Le même auteur a construit une solution fondamentale dite cyclique permettant 
de former les conditions aux limites intrinsèques et admettant une construction efficace 
à l’aide de la transformation de Fourier rapide. 

A. Zabrodine et V. Ognéva (préprint de l’Institut de mathématiques appliquées de 
l’Académie des Sciences de l’U.R.S.S. (1973)) ont utilisé une modification à eux de MCLI 
pour calculer un problème non linéaire de la chaleur sur les graphes. 
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